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Théorie des nombres

Corrigé de linterrogation n°3

Exercice 1

Question 1

On considére le corps de nombres K = Q(3'/3).
Montrer que 1, 31/3, 32/3 sont des éléments de 'anneau Ok des entiers de K.

Par définition de K = Q(3'/3), 1, 3/3, 3%/3 sont des éléments de K.

Comme 1 € Z,onal € Og.

Comme 33 est racine du polynome unitaire X3 — 3 € Z[X], on a 31/3 e Ok.
Comme 3%/3 est racine du polynéme unitaire X3 — 9 € Z[X], on a 33 € O.

Question 2

Calculer I'image de ces trois ¢léments par la trace Trg g et la norme Ng/q.

Comme 1 € Q, on a Trg /(1) = [K : Q] =3 et Ng /(1) = 1KQ = 1,

Le polynéme X2 — 3 est irréductible dans Q[X] (par exemple parce que c’est un
polynéme d’Eisenstein), il a 3'/3 pour racine, et son degré est égal & [K : Q], donc c’est
le polynome caractéristique de 3'/3, donc Tri g (31/3> =0et Ng/g (31/3) =3.

Le polynome X3 —9 est irréductible dans Q[X] (par exemple parce qu’il est de degré 3
et n’a pas de racine dans Q puisque V9 ¢ Q), il a 32/3 pour racine, et son degré est
égal a [K : Q], donc c’est le polyndme caractéristique de 32/3 donc Tr K/Q (32/ 3) =0et

Ni/o (3%%) = 9.



Question 3

Calculer le discriminant de la base (1,3'/3,3%/3) de K sur Q.

On a:

Trig (1) Trisg (3Y%) Trgq (37°)
disc (1,3'/3,3%/%) = |Try/q 231/33 Trisg (37°)  Trisq(3)

Trgpg (3%3)  Trig(3)  Trq (347°)

linéarité de la trace

300
—lo o 9 d’apres la question précédente et la
090

Question 4

Montrer que si %(a + b33 + ¢32/3) € Ok, avec a,b,c € {0,1,2}, alors a = 0. (On
pourra considérer la trace du carré de cet élément de K).

On a:
1 21
(3((1 + 6313 4 032/3)) =3 (a2 + 2343 - 3¢231/3 4 2ab3'/3 4 2ac3Y/3 + 6bc) ,

donc, d’apres la question 2,
2

1 2 1
Tri /g ((3(& + b33 4 c32/3)> ) = g(a2 + 6bc) = % + 2be.

Si %(a—I—bSl/3 +¢3%/3) € Ok, on a alors % + 2bc € Z (car c’est la trace d’un entier) donc
% € Z, donc 3 | a?, donc 3 | a. Comme a € {0, 1,2}, on a donc a = 0.



Question 5

Sous les mémes hypothéses, montrer que l'on a aussi b = ¢ = 0. (On pourra considérer

sa norme).
Ona:
1 a 3¢ 3b
Nk /o <3(a+b31/3+c32/3)) =32 a 3¢
c b a

en écrivant la matrice de la multiplication par

1
g(a+631/3+632/3) dans la base (1, 31/3, 32/3)
L3 3 3

=5 (a +3b” + 9c —9abc).

Comme a = 0 d’apres la question précédente, on trouve

Nk /0 (;(a + b33 4 032/3)> = (b3 + 303) .

O~

Comme %(a + b31/3 4 ¢3%2/3) € Ok, on en déduit % (b +3¢3) € Z, donc b® + 3¢ = 0
(mod 9).

On a en particulier 3 = 0 (mod 3), donc 3 | b, or b € {0,1,2} donc b = 0.

On a donc ¢ =0 (mod 3), donc 3 | ¢, or ¢ € {0, 1,2} donc ¢ = 0.

Question 6

En déduire une Z-base de Og.

Si (1, 31/3 32/ 3) n’était pas une base de O, il existerait un nombre premier p tel
que p? | disc (1, 31/3, 32/3> et des entiers a,b,c € {0,...,p — 1}, non tous nuls, tels que
% (a+ b31/3 +032/3) € Ok. Or, d’apres la question 3, on a disc (1,31/3,32/3) = 3%,
donc on aurait p = 3, et les questions 4 et 5 montrent que a = b = ¢ = 0, ce qui est une
contradiction. Donc (1, 31/3 32/ 3) est une base du Z-module libre O.



Question 7

Montrer que O = 7Z [31/3]

Comme 1,313,323 c 7 [31/ 3}, le Z-module libre qu’ils engendrent est inclus dans la
Z-algebre 7, [31/ 3}, donc O C Z {31/ 3} d’apres la question précédente.

D’autre part, 3/3 € Ok (d’apres la question 1), et Ok est une Z-algebre, donc
Z (3] C O

On a donc O = 7Z [31/3}.



