Interrogation 1 : corrigé

Exercice 1
Ona:
()=(2) crso=10moas
g9) = \g3) car89= (mod 4)
= (36> 89 = 36 d 53
=\g3) car89= (mo )
62
(%)
=1.
Exercice 2
Question 1

Sin>2,ona

F,=22"+1
=2+2"" 41
=162"" +1
=12"" 41 (mod5)
=2 (mod 5).

Question 2
Sin=>2,0ona

2
(g) car E, = 2 (mod 5)
—1 car5= -1 (mod 8).
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N———
Il

Pourn =0,onafF, = 22° +1 = 3, donc (%) = (g) = (_?2) =-—1.

Pourn=1,0onaF, =22 +1=75,donc (%) = (g) =0.

Comme F, estimpairet 5 = 1 (mod 4), ona (F—:) = (Fi) pour toutn € N, donc (Fi) = {gsll_gnf)nl
Question 3

N rpr (0 STE 1S
Si F, est premier,ona5% =5 z ={1 siF,t5et5estuncarrémoduloF, (modF,),

—1si 5 n'est pas un carré modulo £,

n_ n_
donc5%" ' = (Fi) (mod E,), et en particulier 52 T =1 (mod E,) sin # 1, d’apres la

question 2.



Question 4
1 -1

Onas5?” '=-1 (mod E,) et p | E,, par hypothése, donc 52 = (mod p), donc
n n_ 2 n n_ n
52° = (522 1) = (-1)? = 1 (mod p), donce | 22". Orona 52" ' % 1 (mod p), donc e t 22"~ 1.

Question 5

D’aprés la question 4, onae | 22" ete + 22"~1. Comme e | 22", I'entier e est une puissance de 2, et
plus précisément e = 2¥ pour un entier k € {0,1, ..., 2"}. Comme e } 22"1 onak > 2" — 1, donc
k = 2™ donce = 22",

Question 6

Comme e est 'ordre d’un élément du groupe Fy, et |Fj| =p—1,0onae | (p — 1), donc

22" | (p — 1). Comme p est premier,onap —1>1,0r22" | (p — 1), doncp — 1 = 22", donc
p=22"+1=F,.

Question 7

Si F,, est premier, alorsn = 1 ou52° ' = —1 (mod F,) d’aprés la question 3.

Sin =1, alors F, = 5 donc F,, est premier.

Si52° 7" = —1 (mod E,), soit p un diviseur premier de F,, alors :

o p<FEcarplkFE,
e p > E, d'aprés la question 6,

doncp = F,, donc F,, est premier.

n_
Donc F;, est premier si et seulement sin = 1 ou 52° 7' = 1 (mod E,).



