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THÉORIE DE L’HOMOTOPIE
DES ∞-CATÉGORIES STRICTES

Dimitri Ara

Résumé. — Ce mémoire est une synthèse d’une série de travaux, pour la plupart réa-
lisés en collaboration avec Georges Maltsiniotis, sur une généralisation∞-catégorique
de la théorie de l’homotopie des petites catégories, telle que développée par Quillen,
Thomason et Grothendieck.

Plus précisément, nous développons une théorie de l’homotopie des ∞-catégories
strictes vues à travers leur type d’homotopie classifiant. Pour définir ce type d’homo-
topie, on a besoin de réaliser, par exemple simplicialement, une ∞-catégorie stricte.
Nous démontrons que les différentes réalisations usuelles sont équivalentes. On en
déduit une notion d’équivalence de Thomason pour les ∞-catégories strictes.

Dans le but de généraliser les célèbres théorèmes A et B de Quillen, nous déve-
loppons une théorie des tranches ∞-catégoriques. Nous définissons ces tranches par
adjonction à partir d’une construction joint pour les ∞-catégories strictes que nous
introduisons. Nous étudions les fonctorialités de cette construction et proposons de
très générales conjectures de fonctorialité en termes de ∞-foncteurs dit de Gray.

Nous démontrons l’analogue ∞-catégorique du théorème A de Quillen, à savoir
qu’un ∞-foncteur qui est localement une équivalence de Thomason est une équiva-
lence de Thomason. Nous étendons ce théorème A au cas des triangles commutant
uniquement à une transformation lax près. La preuve de ce résultat est basée sur une
théorie des ∞-catégories comma que nous développons.

Nous démontrons un théorème B∞-catégorique, affirmant que, sous des hypothèses
adéquates, les ∞-catégories comma que nous avons définies sont des produits fibrés
homotopiques. En particulier, sous ces hypothèses, les tranches sont des fibres homo-
topiques. Nous donnons quelques applications de ce résultat, notamment au calcul
de modèles ∞-catégoriques pour les espaces de lacets et les espaces d’Eilenberg-Mac
Lane.

Nous associons à tout complexe simplicial une∞-catégorie stricte de nature géomé-
trique dont nous conjecturons qu’elle modélise son type d’homotopie. Nous prouvons
cette conjecture lorsque le complexe simplicial est subdivisé. En particulier, on obtient
un modèle ∞-catégorique pour les CW-complexes réguliers.

Enfin, nous discutons l’existence d’une structure de catégorie de modèles « à la
Thomason » sur la catégorie des ∞-catégories strictes munie des équivalences de
Thomason. Nous réduisons cette question à une conjecture sur le comportement ho-
motopique de certaines sommes amalgamées. Nous démontrons cette conjecture en di-
mension 2, obtenant ainsi une structure de catégorie de modèles pour les 2-catégories.
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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

Le but de ce mémoire est de présenter mes travaux de recherche sur la théorie de
l’homotopie des ∞-catégories strictes, pour la plupart en collaboration avec Georges
Maltsiniotis. Cette théorie est une généralisation de la théorie de l’homotopie des
petites catégories, telle que développée par Quillen, Thomason et Grothendieck, dont
nous allons maintenant rappeler quelques éléments.

0.1. Théorie de l’homotopie de Cat

La théorie de l’homotopie de Cat, la catégorie des petites catégories, naît avec
l’introduction par Grothendieck du foncteur nerf N : Cat → ∆̂ qui associe à toute
petite catégorie C un ensemble simplicial NC, et donc un type d’homotopie. Les
foncteurs entre petites catégories qui induisent des équivalences de types d’homotopie
sont appelés des équivalences de Thomason. Autrement dit, un foncteur u : A→ B est
une équivalence de Thomason si Nu est une équivalence d’homotopie faible simpliciale.
La théorie de l’homotopie de Cat est l’étude de Cat muni de la classe des équivalences
de Thomason.

Lorsqu’on étudie cette théorie de l’homotopie de Cat, on étudie les catégories à
travers leur type d’homotopie. Mieux, un théorème de Quillen, rédigé dans la thèse
d’Illusie [50], affirme que le foncteur nerf N : Cat → ∆̂ induit une équivalence de
catégories N : Ho(Cat) → Ho(∆̂), où Ho(Cat) désigne la localisée de Cat par les
équivalences de Thomason et Ho(∆̂) la catégorie homotopique usuelle des ensembles
simpliciaux, c’est-à-dire la localisée par la classe des équivalences d’homotopie faibles.
Ainsi, la théorie de l’homotopie de Cat est une étude de la théorie usuelle des types
d’homotopie mais sous un angle radicalement différent.

Une des premières applications spectaculaires de la théorie de l’homotopie de Cat
est la définition et les premiers résultats de Quillen [65] sur les groupes de K-théorie
algébrique supérieure, disons d’un anneau commutatif R. En effet, Quillen définit ces
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groupes comme les groupes d’homotopie du type d’homotopie d’une certaine petite
catégorie associée à R (ou plutôt à la catégorie des modules projectifs de type fini
sur R).

Afin d’étudier ces groupes, Quillen introduit ses célèbres théorèmes A et B. Il est
a priori difficile de montrer qu’un foncteur est une équivalence de Thomason. Une
condition suffisante évidente est que le foncteur admette un inverse à transformations
naturelles (pas nécessairement inversibles) près. En particulier, une petite catégorie
admettant un objet initial ou final a le type d’homotopie du point, c’est-à-dire est
faiblement contractile. Cette condition suffisante est extrêmement restrictive. Le théo-
rème A de Quillen donne une autre condition suffisante, plus souple. Essentiellement,
ce théorème affirme qu’un foncteur qui est localement une équivalence de Thomason
est une équivalence de Thomason. Cette notion de localité doit se comprendre au sens
des tranches catégoriques : si u : A → B est un foncteur et b est un objet de B, la
tranche A/b est la catégorie dont les objets sont les couples (a, f : ua → b), où a est
un objet de A et f une flèche de B ; le théorème A affirme que si u : A → B est
un foncteur tel que, pour tout objet b de B, le foncteur induit A/b → B/b est une
équivalence de Thomason, alors u est une équivalence de Thomason. Quant au théo-
rème B, il affirme que, sous certaines hypothèses, la fibre homotopique d’un foncteur
u : A → B en un objet b de B est la tranche A/b. Quillen déduit de ce résultat une
suite exacte longue pour ses groupes de K-théorie algébrique.

Cette étude de la théorie de l’homotopie de Cat est poursuivie par Thomason, éga-
lement motivé par la K-théorie algébrique. Thomason montre en particulier que la
théorie de l’homotopie de Cat est quillenisable [75], au sens où il existe une struc-
ture de catégorie de modèles de Quillen sur Cat dont les équivalences faibles sont les
équivalences de Thomason. (C’est en référence à cette structure que nous nommons
« équivalences de Thomason » les foncteurs dont le nerf est une équivalence d’homo-
topie faible.) Les cofibrations et fibrations de cette structure ne sont pas canoniques
et sont peu maniables, de sorte que l’intérêt de cette structure réside plus dans son
existence, qui permet de se placer dans le cadre de Quillen, que dans sa description
explicite. En particulier, le résultat d’Illusie-Quillen affirmant l’équivalence entre les
catégories Ho(Cat) et Ho(∆̂) se renforce en une équivalence de Quillen entre Cat muni
de la structure de Thomason et ∆̂ muni de celle de Kan–Quillen.

La troisième contribution majeure à la théorie de l’homotopie de Cat est due à
Grothendieck. Son point de vue est radicalement différent. Celui-ci propose dans Pur-
suing Stacks [43] de fonder la théorie de l’homotopie des espaces sur Cat muni des
équivalences de Thomason. Il observe en particulier que grâce au foncteur « catégorie
des éléments » on peut envoyer n’importe quelle catégorie de préfaisceaux vers Cat, et
donc vers les types d’homotopie. Il fonde sa théorie des « catégories test », c’est-à-dire,
en première approximation, des petites catégories A telles que les préfaisceaux sur A

modélisent canoniquement les types d’homotopie, sur cette observation. Par ailleurs,



0.2. THÉORIE DE L’HOMOTOPIE DE 2- Cat 3

dans son étude, Grothendieck remplace la classe des équivalences de Thomason par
ce qu’il appelle un localisateur fondamental, c’est-à-dire une classe de foncteurs vé-
rifiant certains axiomes, l’axiome le plus notable étant l’analogue du théorème A de
Quillen. Grothendieck conjecture que la classe des équivalences de Thomason forme
le plus petit localisateur fondamental. Ce résultat a été démontré par Cisinski [25].
On obtient donc une caractérisation purement catégorique de la notion d’équivalence
de Thomason.

On renvoie au premier chapitre du présent mémoire pour une présentation plus
détaillée de la théorie de l’homotopie de Cat.

0.2. Théorie de l’homotopie de 2-Cat

On notera 2-Cat la catégorie des petites 2-catégories strictes, c’est-à-dire des catégo-
ries enrichies dans Cat. Ainsi, dans une 2-catégorie stricte C, on dispose d’un ensemble
d’objets Ob(C) et, pour chaque couple x, y d’objets, d’une catégorie HomC(x, y) des
morphismes de x vers y. On appelle les objets de HomC(x, y) des 1-cellules et ses
flèches des 2-cellules. Une 2-cellule α se représente par un diagramme

x

f

$$

g

::α �� y .

Les 1-cellules se composent comme dans une catégorie ordinaire et on peut composer
les 2-cellules de deux manières : verticalement

x

f

��g
//

h

AA

α ��

β ��

y 7→ x

f

$$

h

::βα�� y ,

et horizontalement

x

f

$$

g

::α �� y

h

$$

i

::β �� z 7→ x

hf

$$

ig

::β∗α�� z .

On dispose également d’identités pour les objets et les 1-cellules. Les axiomes des
2-catégories assurent que pour une certaine classe de diagrammes simples, il existe
une unique manière de composer tous les morphismes, par exemple pour

x

f

��g
//

h

AA

α ��

β ��

y

i

��
j

&&
k 88

l

EE

γ ��

δ ��

ε ��

z
m // t .
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Un des exemples importants de 2-catégorie est celui de Cat, qu’on peut voir comme
une 2-catégorie dont les objets sont les petites catégories, les 1-cellules les foncteurs et
les 2-cellules les transformations naturelles. Les exemples qui nous intéresseront par
la suite sont plutôt de nature combinatoire et peuvent souvent se dessiner. Voici un
tel exemple de 2-catégories :

0 //

�� ��

3 0 //

��

3

1 // 2

OO

1 //

@@

2 .

OO

=
�"|�

����

La théorie de l’homotopie de Cat a été en grande partie généralisée à 2-Cat. Tout
d’abord, afin de définir l’analogue 2-catégorique des équivalences de Thomason, on
a besoin d’un foncteur nerf pour les 2-catégories strictes. Il existe deux foncteurs
nerf naturels : le nerf « géométrique » N : 2-Cat → ∆̂ (qu’on appelle parfois nerf
de Duskin [34] bien qu’il ait été introduit par Street [72]) et le nerf bisimplicial
N∆2 : 2-Cat → ∆̂×∆. Si C est une 2-catégorie, les p-simplexes (NC)p du nerf géo-
métrique de C sont les 2-foncteurs oplax normalisés (c’est-à-dire ne respectant les
compositions qu’à des 2-cellules orientées près mais respectant strictement les identi-
tés) de ∆p = {0 ⩽ · · · ⩽ p} vers C. En particulier, si C est une 1-catégorie, vue comme
une 2-catégorie discrète, on retrouve le nerf usuel. Par ailleurs, les (p, q)-simplexes du
nerf bisimplicial de C sont les q-simplexes du nerf usuel de la catégorie∐

c0,...,cp

HomC(cp−1, cp)× · · · × HomC(c0, c1) .

En composant le nerf bisimplicial par le foncteur diagonal δ∗ : ∆̂×∆ → ∆̂, on
obtient un foncteur δ∗N∆2 : 2-Cat → ∆̂. Bullejos et Cegarra ont montré que les
foncteurs

N, δ∗N∆2 : 2-Cat → ∆̂

sont homotopiquement équivalents [14]. En particulier, si u est un 2-foncteur, mor-
phisme de 2-catégories, le morphisme simplicial Nu est une équivalence d’homotopie
faible si et seulement si il en est de même de δ∗N∆2u. Il est ainsi naturel d’appeler
équivalence de Thomason un 2-foncteur qui a cette propriété. La théorie de l’homo-
topie de 2-Cat est l’étude de 2-Cat muni de la classe des équivalences de Thomason.

Cegarra et ses coauteurs ont généralisé la plupart des résultats de la théorie de
l’homotopie de Cat à celle de 2-Cat. Ils ont notamment étendu les théorèmes A et B
de Quillen à ce cadre [14, 17]. Notons que pour énoncer ces résultats, on a besoin
de définir les tranches de 2-catégories au-dessus ou au-dessous d’un objet. Del Hoyo a
généralisé le théorème A 2-catégorique aux 2-foncteurs lax [49] et Chiche aux triangles
de 2-foncteurs lax commutant à une transformation près [22].

Chiche a par ailleurs établi l’analogue du théorème d’Illusie-Quillen pour 2-Cat [23],
à savoir que le nerf géométrique N : 2-Cat → ∆̂ induit une équivalence de catégories
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entre les catégories homotopiques N : Ho(2-Cat) → Ho(∆̂). Il a généralisé la notion
de localisateur fondamental de Cat en une notion de localisateur fondamental de 2-Cat
et il a produit une bijection croissante entre les localisateurs fondamentaux de Cat et
ceux de 2-Cat. Une conséquence de ce résultat est le fait que la classe des équivalences
de Thomason 2-catégoriques est le plus petit localisateur fondamental de 2-Cat. En
particulier, les équivalences de Thomason 2-catégoriques peuvent se définir de manière
purement interne à 2-Cat.

L’analogue de la structure de catégorie de modèles de Thomason sur Cat a été
défini pour 2-Cat. Le résultat a été annoncé dans [77] mais la preuve contient deux
trous sérieux. Ceux-ci sont comblés dans un des mes articles en collaboration avec
Maltsiniotis [T3]. Un des deux trous a également été corrigé par un argument différent
dans un corrigendum [78] à [77]. En combinant ce résultat avec la généralisation par
Chiche du théorème d’Illusie-Quillen, on obtient que 2-Cat muni de la structure « à la
Thomason » est équivalente au sens de Quillen à la structure de Kan–Quillen sur ∆̂.

De plus, dans [T1], j’étends la structure de catégorie de modèle à la Thomason
sur 2-Cat à tout localisateur fondamental de 2-Cat au sens de Chiche (vérifiant une
hypothèse ensembliste anodine dite d’accessibilité). On obtient ainsi sur 2-Cat des
structures de catégories de modèles modélisant toutes les localisations de Bousfield
combinatoires de la théorie de l’homotopie des espaces.

Enfin, Cegarra et ses coauteurs ont généralisé une partie de leurs résultats au cadre
plus général des bicatégories, c’est-à-dire des 2-catégories dans lesquelles les axiomes
ne sont vérifiés qu’à des 2-cellules inversibles près, 2-cellules satisfaisant des conditions
de cohérence. En particulier, ils ont obtenu un théorème A et un théorème B [15, 20],
et une comparaison de divers foncteurs nerf pour les bicatégories [16], et même les
tricatégories [18], analogue tridimensionnel des bicatégories.

0.3. Théorie de l’homotopie de ∞-Cat

Le sujet de ce mémoire est la généralisation en dimension supérieure de la théorie
de l’homotopie de Cat et 2-Cat, c’est-à-dire la généralisation à∞-Cat, la catégorie des
petites ∞-catégories strictes.

∞-catégories strictes

Une ∞-catégorie stricte est la donnée d’objets (aussi appelés 0-cellules), de 1-cel-
lules entre les objets, de 2-cellules entre les 1-cellules et, plus généralement, pour i ⩾ 0,
de (i + 1)-cellules entre les i-cellules, ainsi que d’opérations sur ces cellules vérifiant
certains axiomes simples. On a vu que, dans une 2-catégorie, il y a deux manières de
composer les 2-cellules. En général, dans une∞-catégorie, il y a i manières de compo-
ser des i-cellules, qui correspondent aux recollements de deux boules de dimension i

le long d’une boule de dimension j, avec 0 ⩽ j < i. On dispose également d’identités.
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Comme dans le cas 2-catégorique, les axiomes affirment que pour une certaine classe
de diagrammes simples formés de cellules, par exemple de forme

•
��
//
BB

��

��

•
��&&
88 EE

��

��

��

•
$$

::�� ��
*4 ,•

il existe un unique composé maximal. On parle de ∞-catégorie stricte par opposition
à faible car les axiomes sont exprimés sous la forme d’égalités, et non pas d’existence
de cellules supérieures de cohérence.

La théorie de l’homotopie de∞-Cat est l’étude de∞-Cat muni d’une notion d’équi-
valence de Thomason qu’il va nous falloir définir. Mais avant de définir cette notion,
nous allons tenter de répondre à la question « pourquoi les ∞-catégories strictes ? ».
Cette question se scinde en deux questions. Tout d’abord, pourquoi généraliser en
dimension supérieure la théorie de l’homotopie de Cat, alors qu’en vertu du théo-
rème d’Illusie-Quillen, les petites catégories (ou 1-catégories) suffisent à modéliser
tous les types d’homotopie ? Certes, les 1-catégories modélisent bien les types d’ho-
motopie mais ceci de manière souvent peu naturelle et sans signification géométrique.
Idéalement, on voudrait modéliser un espace de dimension n par une n-catégorie
(∞-catégorie dont les cellules sont triviales au-dessus de la dimension n) qui aurait la
« forme » de l’espace. Ainsi, passer des 1-catégories aux ∞-catégories permet plus de
flexibilité, puisqu’on a plus de choix pour un modèle d’un espace, et plus de géométrie.
Ensuite, pourquoi des ∞-catégories strictes ? En théorie de l’homotopie abstraite, on
s’intéresse plutôt aux ∞-catégories faibles. En effet, les structures algébriques supé-
rieures s’organisent en∞-catégories faibles, et non pas strictes. Néanmoins, lorsqu’on
s’intéresse uniquement aux types d’homotopie, les∞-catégories strictes suffisent (mais
pas les∞-groupoïdes stricts !). Si on veut réconcilier le point de vue strict avec le point
de vue faible, il faut penser à la ∞-catégorie stricte C comme à une présentation du
∞-groupoïde faible (c’est-à-dire de la ∞-catégorie faible dans laquelle toute cellule
est inversible) obtenue à partir de C en inversant formellement toutes les cellules en
un sens faible.

Dans la suite de cette introduction, toutes les∞-catégories et tous les∞-foncteurs,
c’est-à-dire les morphismes de ∞-catégories, seront supposés stricts. On se permettra
donc d’omettre cet adjectif.

Comparaisons des nerfs et équivalences de Thomason

Revenons à la définition des équivalences de Thomason ∞-catégoriques. Pour les
définir, nous avons a priori besoin d’un foncteur nerf de source ∞-Cat. Or, il existe
plusieurs tels foncteurs. Tout d’abord, le nerf N :∞-Cat → ∆̂ introduit par Street [72]
qui prolonge le nerf usuel N : Cat → ∆̂. Si C est une ∞-catégorie, un n-simplexe
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de NC est un diagramme en forme de n-simplexe dans C (formellement, il s’agit d’un
∞-foncteur du n-ième oriental de Street On vers C). Par exemple, un 2-simplexe
de NC est un triangle

c2

c0 c01
//

c02
>>

c1 ,

c12

OO

c012
�$

où c0, c1, c2 sont des objets de C, c01, c12, c02 des 1-cellules de C et c012 : c02 ⇒ c12c01
une 2-cellule de C. On dispose également du nerf cellulaire NΘ : ∞-Cat → Θ̂, à
valeurs dans les préfaisceaux sur la catégorie Θ de Joyal [51], introduit par Batanin et
Street [7] et étudié notamment par Berger [8]. Si C est une∞-catégorie, les « cellules »
de NΘC sont des diagrammes dans C de certaines formes, correspondant aux objets
de Θ, comme par exemple

c

f

��g
//

h

EE

α��

β��

d
i // e .

Enfin, si on se restreint à la sous-catégorie pleine n-Cat des n-catégories, on a le
nerf multi-simplicial N∆n : n-Cat → ∆̂n, à valeurs dans les ensembles n-simpliciaux.
Par exemple, lorsque C est une 2-catégorie, les (p, q)-simplexes de N∆2C sont les
diagrammes

p︷ ︸︸ ︷

c0

f1,0

��

f1,1

$$

f1,q−1 99

f1,q

EE

α1,1��
...

α1,q

��

c1 . . . cp−1

fp,0

��

fp,1

%%

fp,q−1 99

fp,q

DD

αp,1��
...

αp,q

��

cp

q

dans C. Dans [T8], nous montrons avec Maltsiniotis que ces trois foncteurs nerf sont
homotopiquement équivalents en un sens adéquat. Précisons cet énoncé. Si A est
une petite catégorie, on dispose d’un foncteur kA : Â → Hot, de la catégorie des
préfaisceaux sur A vers la catégorie homotopique des espaces Hot = Ho(∆̂), associant
à un préfaisceau le type d’homotopie du nerf de sa catégorie des éléments. Nous
montrons que les foncteurs

k∆N, kΘNΘ :∞-Cat → Hot ,

ainsi que les foncteurs

k∆Nι, kΘNΘι, k∆nN∆n : n-Cat → Hot ,
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où on a noté ι : n-Cat ↪→∞-Cat l’inclusion canonique, sont isomorphes. En particulier,
on peut définir une équivalence de Thomason ∞-catégorique comme un ∞-foncteur
qui est envoyé sur un isomorphisme de Hot par, ou bien le nerf de Street, ou bien le
nerf cellulaire, ou bien, dans le cas d’un n-foncteur, le nerf multi-simplicial.

L’intérêt de cette comparaison des nerfs est d’une part de s’assurer de la cano-
nicité des équivalences de Thomason, mais surtout de pouvoir utiliser suivant les
circonstances les spécificités de chacun des foncteurs nerf. Par exemple, le fait que la
catégorie Θ de Joyal soit stable par toutes les dualités de ∞-Cat implique facilement
que la classe des équivalences de Thomason définies par le nerf cellulaire est également
stable par ces dualités. De même, certaines propriétés des équivalences de Thomason
se démontrent en utilisant le nerf de Street ou le nerf multi-simplicial.

Maintenant que nous disposons d’équivalences de Thomason pour ∞-Cat, nous
pouvons poser la question de la généralisation du théorème d’Illusie-Quillen. Cette
généralisation a été établie par mon étudiant Andrea Gagna [39, 38]. Celui-ci a dé-
montré que le nerf de Street N : ∞-Cat → ∆̂ induit une équivalence de catégories
N : Ho(∞-Cat)→ Ho(∆̂), où Ho(∞-Cat) désigne la localisation de∞-Cat par les équi-
valences de Thomason. La preuve est basée sur un résultat que nous avons démontré
avec Maltsiniotis [T4] sous le nom de condition (e) et sur lequel nous reviendrons
dans cette introduction. Gagna donne également une seconde preuve de ce résultat.

Ainsi, la théorie de l’homotopie de ∞-Cat, c’est-à-dire l’étude de ∞-Cat muni des
équivalences de Thomason, est bien une théorie des types d’homotopie d’espaces.

Produit de Gray et transformations

L’outil le plus élémentaire pour étudier les équivalences de Thomason dans Cat
est la notion de transformation naturelle, qui joue le rôle d’homotopie. Par exemple,
si α : u ⇒ v est une transformation naturelle entre deux foncteurs u et v, alors u

et v ont même image dans la catégorie homotopique Ho(Cat) et, en particulier, u est
une équivalence de Thomason si et seulement si il en est de même de v. Notons
qu’une transformation naturelle entre foncteurs de A vers B peut s’exprimer comme
un foncteur D1 ×A→ B, où D1 est la catégorie correspondant à l’ensemble ordonné
{0 < 1}.

Si A et B sont maintenant des ∞-catégories, la notion de transformation qu’on
obtient en considérant les∞-foncteurs D1×A→ B est celle de transformation stricte.
Celles-ci se comportent également comme des homotopies mais sont beaucoup trop
restrictives. Il n’existe essentiellement aucune telle transformation dans la nature.
Pour obtenir une notion d’homotopie plus utile, il faut remplacer le produit cartésien
par le produit de Gray.

Le produit de Gray est une des opérations fondamentales de la théorie des
∞-catégories. Si A et B sont deux ∞-catégories, leur produit de Gray A⊗B est une
version du produit cartésien dans laquelle tous les carrés de naturalité sont remplacés



0.3. THÉORIE DE L’HOMOTOPIE DE ∞- Cat 9

par des carrés commutant à une cellule supérieure orientée près. En particulier, on a

D1 ⊗D1 =

(0, 0) //

��
��

(0, 1)

��

(1, 0) // (1, 1) .

Le produit de Gray a été originellement défini dans le cas 2-catégorique par Gray [41].
Il a ensuite été étendu aux∞-catégories par Al-Agl et Steiner [1], et étudié systémati-
quement par Crans [31]. Nous avons également contribué à son étude avec Maltsiniotis
dans [T7, Appendices A et B].

Définissons une transformation oplax entre ∞-foncteurs de A vers B comme un
∞-foncteur D1⊗A→ B. Dans [T6, Appendice A], nous montrons comment associer
à une transformation oplax α : u ⇒ v une homotopie simpliciale entre les nerfs
de Street Nu et Nv. Les transformations oplax se comportent donc bien comme
des homotopies pour la théorie de l’homotopie de ∞-Cat. On obtient la notion de
transformation lax en remplaçant D1⊗A par A⊗D1. Cette notion est différente mais
les transformations lax se comportent également comme des homotopies.

Ainsi, pour montrer qu’un∞-foncteur u est une équivalence de Thomason, il suffit
de produire un inverse de u à transformations oplax ou lax près. Ceci nous conduit à in-
troduire une notion de rétracte par transformation oplax ou lax, qui sera un de nos ou-
tils importants pour montrer qu’un∞-foncteur est une équivalence de Thomason. En
particulier, pour montrer qu’une ∞-catégorie C est faiblement contractile, on pourra
produire une transformation oplax ou lax entre le ∞-foncteur identité 1C : C → C

et un ∞-foncteur constant c : C → C, pour c un objet de C. On utilise par exemple
cette technique pour montrer que les orientaux On sont faiblement contractiles, ré-
sultat d’utilisation constante dans la théorie et qui joue un rôle important dès la
comparaison des nerfs.

Le produit de Gray permet également de définir des transformations supérieures.
Ainsi, en notant

D2 = 0
$$

::�� 1 ,

on obtient une notion de 2-transformation oplax entre transformations oplax entre
∞-foncteurs de A vers B en considérant les ∞-foncteurs D2⊗A→ B. Plus générale-
ment, en remplaçant D2 par le n-disque Dn, on obtient la notion de n-transformation
oplax.

Notre principal outil pour comprendre le produit de Gray et en particulier pour
produire des transformations oplax ou lax est la théorie des complexes dirigés aug-
mentés de Steiner [70] qui joue un rôle majeur dans tous nos travaux sur la théorie
de l’homotopie de ∞-Cat. En effet, les résultats dans Cat et 2-Cat mentionnés précé-
demment sont démontrés en utilisant des formules explicites et semblent impossibles
à généraliser à la dimension infinie sans un changement de paradigme. La théorie de
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Steiner permet de manipuler certaines ∞-catégories, que nous appelons ∞-catégories
de Steiner fortes, comme des complexes de chaînes augmentés, munis d’une infor-
mation supplémentaire d’orientation. Cette classe des ∞-catégories de Steiner fortes
contient de nombreuses∞-catégories intéressantes, comme les orientaux de Street, les
disques Dn et plus généralement les objets de Θ, et est stable par produit de Gray.
De plus, elle forme une sous-catégorie dense de ∞-Cat. Ainsi, certaines constructions
peuvent s’effectuer ou certains résultats se prouver d’abord pour ces ∞-catégories de
Steiner fortes, via les complexes dirigés augmentés, et ensuite s’étendre par densité
aux ∞-catégories quelconques.

Dans [T7, Appendice B], nous montrons comment construire des transformations
oplax à partir d’homotopies de chaînes de complexes dirigés augmentés. Ainsi, par
exemple, pour montrer que les orientaux sont faiblement contractiles, on se ramène à
montrer que le complexe des chaînes normalisées du n-simplexe est contractile en un
sens dirigé.

Tranches et joint

Les transformations naturelles, c’est-à-dire les homotopies, sont un outil très limité
pour étudier les équivalences de Thomason dans Cat. Un outil beaucoup plus puissant
est le théorème A de Quillen. Afin d’énoncer son analogue∞-catégorique, on a besoin
de définir des tranches pour les∞-catégories, au-dessus ou au-dessous d’un objet. Par
ailleurs, en essayant de démontrer le théorème A ∞-catégorique, on se rend compte
qu’il est utile de disposer de tranches plus générales, au-dessus ou au-dessous d’un
diagramme (et notamment d’un diagramme indexé par un oriental).

Avec Maltsiniotis, nous avons développé une théorie systématique des tranches
∞-catégoriques [T7]. Les fondements de cette théorie sont inspirés par le cas des
tranches dans le contexte des quasi-catégories étudié par Joyal [52]. Joyal définit les
tranches comme les adjoints à droite d’un foncteur induit par une opération joint sur
les ensembles simpliciaux, analogue simplicial du joint topologique.

Dans [T7], nous introduisons le joint A ⋆ B de deux ∞-catégories. Intuitivement,
cette ∞-catégorie est obtenue à partir de A

∐
B en ajoutant pour chaque i-cellule a

de A et chaque j-cellule b de B, une (i + 1 + j)-cellule a ⋆ b qui « relie » a et b. Ainsi,
lorsque A est la ∞-catégorie ponctuelle

D0 = {0} ,

le joint D0 ⋆ B est une sorte de cône sur B. Par exemple, en notant

D1 = 0 // 1 et D2 = 0
$$

::�� 1 ,
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on a

D0 ⋆ D0 = • // • = D1 , D0 ⋆ D1 =

•

��

•

99

$$ • ,

CK

D0 ⋆ D2 =

•

�� ��

+3
•

99

%% • .

LT
4<
^l

En itérant cette construction à partir de D0, on obtient les orientaux de Street. Par
exemple, l’oriental de dimension 3 s’obtient comme

D0 ⋆ D0 ⋆ D0 ⋆ D0 =
• //

�� ��

• • //

��

•

• // •

OO

• //

??

• .

OO

*4
�#{�

����

Nous montrons que le joint définit une structure de catégorie monoïdale (non sy-
métrique) sur ∞-Cat, d’unité la ∞-catégorie vide ∅. Si A est une ∞-catégorie, on
dispose d’un foncteur

∞-Cat → A\∞-Cat
B 7→ (A ⋆ B, ι1 : A→ A ⋆ B) ,

où ι1 : A → A ⋆ B désigne le morphisme A ≃ A ⋆ ∅ A⋆∅B−−−−→ A ⋆ B, avec ∅B l’unique
∞-foncteur de ∅ vers B. Nous montrons que ce foncteur admet un adjoint à droite et
nous définissons la tranche u\C de C au-dessous de u : A→ C comme étant l’image
de (C, u) par cet adjoint. On a donc une adjonction

∞-Cat → A\∞-Cat
B 7→ (A ⋆ B, ι1)

⊣
A\∞-Cat →∞-Cat

(C, A
u−→ C) 7→ u\C .

Ainsi, si C est une ∞-catégorie, u : A→ C un ∞-foncteur et B une ∞-catégorie, on
a une bijection naturelle

HomA\∞-Cat((A ⋆ B, ι1), (C, u)) ≃ Hom∞-Cat(B, u\C) .

Lorsque A = D0, la donnée d’un ∞-foncteur D0 → C correspond à celle d’un objet c

de C et on obtient une définition de la tranche c\C. On décrit explicitement cette
∞-catégorie. En particulier, lorsque C est une 1-catégorie ou une 2-catégorie, on
retrouve les définitions usuelles.

On définit de manière analogue les tranches au-dessus, même si des subtilités liées
aux dualités de ∞-Cat viennent rendre la situation plus compliquée qu’à première
vue.
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Motivés par la démonstration du théorème A ∞-catégorique, nous étudions les
fonctorialités de ces tranches. Nous dégageons de très générales conjectures de fonc-
torialité par rapport aux i-transformations oplax ou lax. Ces conjectures s’expriment
dans le langage des ∞-catégories de Gray, c’est-à-dire des catégories enrichies dans
∞-Cat muni du produit de Gray. Nous prouvons des cas particuliers de ces conjectures
en basse dimension. Ces résultats de fonctorialité seront suffisants pour démontrer le
théorème A.

La construction du joint, des tranches, ainsi que nos résultats de fonctorialités,
s’appuient de manière essentielle sur la théorie des complexes dirigés augmentés de
Steiner.

Théorèmes A

Dans [T5] et [T6], nous démontrons avec Maltsiniotis, par deux preuves différentes,
le théorème A ∞-catégorique : si u : A → B est un ∞-foncteur au-dessus d’une
∞-catégorie C tel que, pour tout objet c de C, le ∞-foncteur induit c\u : c\A→ c\B
est une équivalence de Thomason, alors u est une équivalence de Thomason.

Les deux démonstrations commencent de la même manière, suivant la preuve ori-
ginelle de Quillen [65]. On se ramène ainsi à montrer que si c : Om → C est un
∞-foncteur, alors le morphisme simplicial c\NC → c0\NC, où c0 désigne le 0-sim-
plexe D0

0−→ Om
c−→ C, est une équivalence d’homotopie faible. (Les tranches appa-

raissant ici sont les classiques tranches simpliciales.)
C’est à partir de ce point que les deux preuves divergent. Dans [T5], nous mon-

trons que ce morphisme est la rétraction d’un rétracte par déformation simpliciale
et produisons explicitement une section et une homotopie simpliciale. Notons que si
cette preuve, un peu ad hoc, court-circuite en partie notre travail sur les tranches
∞-catégoriques, elle utilise tout de même certains de nos résultats originaux de [T7],
ainsi que la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner.

Dans [T6], nous identifions le morphisme c\NC → c0\NC au nerf de Street d’un
∞-foncteur c\C → c0\C. Remarquons que la tranche c0\C est une tranche au-dessous
d’un objet, du type de celle qui apparaît dans l’énoncé du théorème A, mais que la
tranche c\C est par contre une tranche au-dessous d’un oriental et nécessite donc la
pleine puissance de notre théorie des tranches. Pour conclure, nous devons montrer
que c\C → c0\C est une équivalence de Thomason. Or, nous avons montré que le
∞-foncteur 0 : D0 → Om est un rétracte par transformation lax et, grâce à nos
résultats de fonctorialité des tranches, on en déduit que le foncteur c\C → c0\C
est la rétraction d’un rétracte par transformation oplax, et donc une équivalence de
Thomason.

Grâce à la comparaison des nerfs qui nous a permis d’obtenir la stabilité des équi-
valences de Thomason par dualité, nous déduisons des variantes de ce théorème A
pour d’autres types de tranches et en particulier pour les tranches au-dessus.
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En filigrane dans [T6] et de manière explicite dans ce mémoire, nous introdui-
sons une notion de localisateur fondamental de ∞-Cat, généralisation de la notion de
Grothendieck dans Cat. Un localisateur fondamental W de ∞-Cat est une classe de
∞-foncteurs vérifiant trois axiomes : un axiome de saturation classique ; pour toute
∞-catégorie C, le∞-foncteur canonique D1⊗C → C est dansW (ce qui a par exemple
pour conséquence qu’un rétracte par transformation oplax est dans W) ; W vérifie le
théorème A. Ainsi, on a montré que les équivalences de Thomason forment un lo-
calisateur fondamental de ∞-Cat. Nous conjecturons qu’elles forment le plus petit
localisateur fondamental de ∞-Cat.

Toujours dans [T6], nous montrons que tout localisateur fondamentalW de∞-Cat
vérifie un théorème A pour les 2-triangles, c’est-à-dire les triangles commutant à une
transformation oplax près. Cela signifie que ce théorème A pour les 2-triangles peut
se déduire formellement du théorème A pour les triangles commutatifs, ainsi que de
quelques propriétés simples.

Pour démontrer cela, nous introduisons un nouvel outil : les ∞-catégories comma.
Ces∞-catégories comma généralisent les catégories comma usuelles ou les 2-catégories
comma introduites par Gray [41]. On utilise ces∞-catégories comma comme un sub-
stitut à l’intégration de Grothendieck qui joue un rôle fondamental dans la preuve en
dimension 2 du théorème pour les 2-triangles par Chiche [22]. On étudie les foncto-
rialités supérieures de cette construction comma. Un des points clés de notre démons-
tration du théorème A pour les 2-triangles est l’application de ces fonctorialités à la
transformation oplax rendant la tranche c\C, pour C une ∞-catégorie et c un objet
quelconque de C, faiblement contractile.

Théorème B

Le second des deux théorèmes importants que Quillen prouve dans [65] sur les
équivalences de Thomason est le théorème B, qui affirme que sous certaines hypothèses
les tranches calculent les fibres homotopiques. Dans [T2], nous démontrons l’analogue
∞-catégorique de ce théorème. La preuve s’appuie sur notre théorie des∞-catégories
comma et notamment sur nos résultats de fonctorialité. D’ailleurs, nous démontrons
une forme plus générale du théorème B qui dans le cas 1-catégorique est due à Barwick
et Kan [3], et qui donne une condition suffisante pour que la construction comma
fournisse un produit fibré homotopique.

Nous présentons plusieurs applications de ce théorème B. Tout d’abord, nous ob-
tenons une nouvelle démonstration du théorème A, mais uniquement dans le cas non
relatif, c’est-à-dire d’un foncteur et pas d’un triangle commutatif. Ensuite, nous don-
nons une description ∞-catégorique, sous certaines hypothèses, du type d’homotopie
de l’espace des lacets d’une ∞-catégorie. Plus précisément, nous énonçons une condi-
tion suffisante pour que, pour C une ∞-catégorie et c0 un objet de C, la ∞-catégorie
HomC(c0, c0) ait le type d’homotopie de l’espace des lacets de C en c0. Nous en dédui-
sons un modèle ∞-catégorique des espaces d’Eilenberg-Mac Lane. En combinant ce
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théorème et le théorème A, nous obtenons que la n-catégorie BnN engendrée par un
objet et une n-cellule a le type d’homotopie de l’espace d’Eilenberg-Mac Lane K(Z, n).
Enfin, nous montrons que l’espace des lacets d’un∞-groupoïde strict, c’est-à-dire une
∞-catégorie stricte dont toutes les cellules sont strictement inversibles, est un produit
d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane (en convenant qu’un type d’homotopie discret est
un K(E, 0), pour E un ensemble), ce qui est une restriction très forte sur leur type
d’homotopie.

Type d’homotopie d’un complexe simplicial

Nous avons mentionné qu’une de nos motivations pour étudier cette théorie de
l’homotopie de ∞-Cat est d’obtenir des modèles catégoriques d’espaces plus géomé-
triques que ceux qu’on a dans Cat. Le but de [T4] est d’établir des résultats dans ce
sens.

Nous associons à tout complexe simplicial K, une∞-catégorie OK dont les généra-
teurs de dimension i correspondent aux i-simplexes de K. Lorsque K est le n-simplexe
standard, on retrouve l’oriental On. Nous conjecturons que l’oriental généralisé OK

a le type d’homotopie de K. Cette conjecture donnerait donc un modèle géométrique
de tout complexe simplicial.

Dans [T4], nous prouvons avec Maltsiniotis cette conjecture dans le cas d’un com-
plexe simplicial provenant d’un ensemble ordonné ou, en termes géométriques, dans
le cas d’un complexe simplicial qui est la subdivision d’un autre complexe simplicial.
Autrement dit, si K est un complexe simplicial, alors la ∞-catégorie OSd K , où Sd K

désigne la subdivision barycentrique de K, a le type d’homotopie de K. On en déduit
que si X est un CW-complexe régulier, alors, en notant FX l’ensemble ordonné par
inclusion de ses cellules fermées, la ∞-catégorie OFX

a le type d’homotopie de X.
La démonstration de ce théorème est une belle application de nos résultats. Elle

repose sur la comparaison des nerfs ainsi que sur le théorème A. Elle nécessite par
ailleurs une étude des objets initiaux et finaux en un sens lax dans une ∞-catégorie.
En particulier, le fait que les orientaux admettent à la fois des objets initiaux et finaux
en un sens adéquat joue un rôle important dans la preuve.

Vers une structure à la Thomason

Dans [T3], nous étudions avec Maltsiniotis la question de l’existence d’une struc-
ture de catégorie de modèles « à la Thomason » sur n-Cat, pour 1 ⩽ n ⩽ ∞. Notre
approche est axiomatique. Inspirés par la reformulation de Cisinski [26, section 5.2]
de la preuve originelle de Thomason [75], nous dégageons une liste de conditions sur
un objet cosimplicial ∆→ n-Cat pour qu’il induise une structure de catégorie de mo-
dèles « à la Thomason » sur n-Cat, les cas nous intéressant étant celui des orientaux
O : ∆ → ∞-Cat pour n = ∞, et celui des troncations en dimension n des orientaux
si n est fini.
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Dans ces cas, toutes les conditions se vérifient sans difficulté sauf deux d’entre elles :
les conditions (d) et (e). La condition (e) résulte de nos travaux sur les orientaux
associés à des complexes simpliciaux et a été établie dans [T4] (qui est postérieur
à [T3]). La condition (d) n’est à ce jour pas démontrée. Elle affirme que, pour certaines
inclusions d’ensembles ordonnés E′ ↪→ E, le ∞-foncteur associé OE′ → OE est une
équivalence de Thomason et le reste après tout cochangement de base.

Dans le cas n = 1, cette condition est facile à vérifier et on retrouve donc le théorème
de Thomason usuel. Dans le cas n = 2, nous la démontrons au prix de pages de calculs
fastidieux. C’est de cette manière qu’on obtient la structure de catégorie de modèles
à la Thomason sur 2-Cat qu’on a mentionnée dans la partie 2-catégorique de cette
introduction.

Le cas n > 2 reste ouvert.

0.4. Perspectives

Ce mémoire est un état des lieux sur une théorie en plein développement. Voici
quelques exemples de phénomènes à mieux comprendre, de conjectures à trancher et
d’outils à façonner :

(a) Nous définissons dans ce mémoire une notion de localisateur fondamental
de∞-Cat, notion qui apparaît de manière implicite dans [T6]. Ces localisateurs
fondamentaux restent à explorer. En particulier, on s’attend à pouvoir déve-
lopper la théorie de l’homotopie de ∞-Cat en remplaçant les équivalences de
Thomason par un localisateur fondamental quelconque. Essentiellement, cela
signifie pouvoir développer cette théorie avec pour seuls outils les transforma-
tions oplax et le théorème A. On s’attend également à ce que tout localisateur
fondamental jouisse de certaines des propriétés de la classe des équivalences de
Thomason, comme par exemple la stabilité par toutes les dualités de ∞-Cat.
Enfin, nous conjecturons que les localisateurs fondamentaux de ∞-Cat sont en
bijection croissante avec ceux de Cat, ce qui entrainerait que la classe des équi-
valences de Thomason fournit le plus petit localisateur fondamental de ∞-Cat,
analogue de la conjecture de Grothendieck et théorème de Cisinski [25] dans Cat
et du théorème de Chiche [23] dans 2-Cat.

(b) Un des outils importants pour l’étude des localisateurs fondamentaux de Cat
est la théorie de l’intégration de Grothendieck qui associe à tout foncteur
F : I → Cat une catégorie

∫
F au-dessus de I. C’est par exemple avec cet

outil qu’on montre que les localisateurs fondamentaux de Cat sont stables par
passage à la catégorie opposée. La construction de Grothendieck 2-catégorique
joue également un rôle central dans les développements de Chiche [21] sur
la théorie de l’homotopie de 2-Cat. Une des raisons de l’importance de cette
construction est que, d’après un théorème de Thomason, si F : I → ∞-Cat est
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un foncteur, alors
∫

F calcule la limite inductive homotopique de F . Ce résultat
a été généralisé à 2-Cat par Cegarra et Heredia [19].

Grâce aux tranches ∞-catégoriques ou aux ∞-catégories comma que nous
avons introduites, on peut définir la construction de Grothendieck d’un
∞-foncteur F : I → ∞-Cat. L’étude de cette construction et de ses propriétés
reste à mener. On peut espérer qu’elle permette de montrer que les localisateurs
fondamentaux de ∞-Cat sont stables par dualité. Par ailleurs, on s’attend à ce
que la construction de Grothendieck d’un diagramme F : I → ∞-Cat, où I est
une petite catégorie, calcule la limite inductive homotopique de F , analogue
∞-catégorique du théorème de Thomason.

(c) Les ∞-catégories, ∞-foncteurs et transformations oplax ne forment pas une
2-catégorie car on ne peut pas composer horizontalement deux transforma-
tions oplax. Elles forment néanmoins ce qu’on appelle une catégorie de Gray.
Plus généralement, les ∞-catégories, ∞-foncteurs et i-transformations oplax,
pour i ⩾ 1, forment une ∞-catégorie de Gray ∞-Catoplax, c’est-à-dire une ca-
tégorie enrichie dans ∞-Cat muni du produit monoïdal de Gray. Pour des rai-
sons formelles, si C est une ∞-catégorie, le foncteur − ⊗ C : ∞-Cat → ∞-Cat
s’étend naturellement en un ∞-foncteur de Gray, c’est-à-dire un foncteur en-
richie, ∞-Catoplax → ∞-Catoplax. On peut montrer, mais ce n’est plus formel,
que le foncteur − ⋆ C :∞-Cat →∞-Cat s’étend également en un ∞-foncteur de
Gray ∞-Catoplax →∞-Catoplax.

On s’attend à ce que toutes les constructions ∞-catégoriques proviennent
de ∞-foncteurs de Gray (ou de leur variante duale, les ∞-foncteurs de Gray
gauche). Avec Maltsiniotis, nous proposons des conjectures précises à ce sujet
pour les foncteurs de tranches [T7, appendice C]. De même, on peut formu-
ler des conjectures analogues pour la construction comma ∞-catégorique. Pour
l’instant, nous n’avons été capable de prouver ces conjectures qu’en basse dimen-
sion, et parfois même avec des hypothèses restrictives supplémentaires. L’étude
des∞-catégories de Gray et des fonctorialités des constructions∞-catégoriques
dans ce cadre est centrale à la théorie des ∞-catégories et aura de nombreuses
conséquences non triviales, au-delà de la théorie de l’homotopie de ∞-Cat.

(d) Un des résultats importants de la théorie de l’homotopie de Cat est l’existence de
la structure de catégorie de modèles de Thomason [75], structure de catégorie de
modèles sur Cat dont les équivalences faibles sont les équivalences de Thomason.
Ce résultat n’a toujours pas été généralisé à∞-Cat. En vertu de nos travaux [T3,
T7], pour établir l’existence de cette structure, il suffit de démontrer ce que
nous appelons la condition (d) : si E′ ↪→ E est une inclusion close vers le bas
d’ensembles ordonnées qui admet une rétraction qui est aussi un adjoint à droite,
alors le ∞-foncteur OE′ → OE entre les orientaux généralisés associés est une
équivalence de Thomason et le reste après tout cochangement de base.
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La difficulté à prouver cet énoncé vient du fait que les équivalences de
Thomason ne sont pas stables par cochangemement de base. Ainsi, pour
conclure, la stratégie évidente est de dégager une classe des∞-foncteurs incluse
dans les équivalences de Thomason qui contiendrait les OE′ → OE et serait
stable par cochangement de base. C’est ce que nous avons fait avec Maltsiniotis
dans le cas 2-catégorique [T3]. Malheureusement nous n’avons pour l’instant
pas réussi à adapter cette stratégie, même au cas n = 3.

Une autre stratégie en cours d’étude est la suivante. En vertu d’un théorème
de Simon Henry [45] (de type théorème de Smith), il existe une structure de
catégorie de modèles sur ∞-Cat dont les cofibrations sont les cofibrations de
la conjecturale structure à la Thomason et dont les équivalences faibles sont
engendrées, en un certain sens, par les cofibrations triviales de la structure
conjecturale. Pour conclure, il suffirait de montrer que les équivalences faibles
de cette structure de catégorie de modèles sont exactement les équivalences de
Thomason.

(e) Un des buts de la théorie de l’homotopie de ∞-Cat est d’obtenir des modèles
géométriques des types d’homotopie. On a déjà mentionné la conjecture sui-
vante : si X est un complexe simplicial, alors la ∞-catégorie « géométrique »
associée OX [T4] a le type d’homotopie de X. Cette conjecture, pas même éta-
blie en dimension 2, semble nécessiter de nouveaux outils. Plus généralement,
on souhaiterait savoir associer à un type d’homotopie une ∞-catégorie « géo-
métrique » la plus simple possible. S’il y a parfois des conjectures évidentes, la
vérification de celles-ci est toujours délicate. Nous manquons de techniques pour
calculer le type d’homotopie d’une ∞-catégorie. Ce problème est bien illustrée
en dimension 2 dans la thèse de Guetta [44]. Une des priorités du développement
de la théorie de l’homotopie de∞-Cat est la recherche d’outils pour calculer ces
types d’homotopie.

0.5. Organisation du mémoire

Dans le premier chapitre de ce mémoire, nous présentons la théorie de l’homotopie
de la catégorie Cat des petites catégories telle que développée par Quillen, Thomason
et Grothendieck. Aucun des résultats de ce chapitre ne nous est dû. Le but du chapitre
est de familiariser le lecteur avec les théorèmes qu’on va ensuite généraliser au cadre
∞-catégorique. On introduit le foncteur nerf, la notion d’équivalence de Thomason
et on énonce le théorème d’Illusie-Quillen affirmant que les petites catégories forment
un modèle des types d’homotopie. On présente les théorèmes A et B de Quillen. On
définit la notion de localisateur fondamental de Cat et on énonce la conjecture de
Grothendieck et théorème de Cisinski de minimalité du localisateur fondamental des
équivalences de Thomason. Enfin, on décrit la structure de catégorie de modèles de
Thomason sur Cat.
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Le deuxième chapitre est consacré à des préliminaires ∞-catégoriques. Ce chapitre
non plus ne contient aucun résultat personnel. On introduit la catégorie ∞-Cat des
∞-catégories strictes, ainsi que quelques constructions simples comme les dualités ou
la suspension. On discute la notion de ∞-catégorie libre au sens des polygraphes. On
présente la théorie des complexes dirigés augmentés de Steiner qui joue un rôle crucial
dans ce mémoire. Enfin, on introduit la catégorie Θ de Joyal.

Le but du troisième chapitre est de présenter quelques constructions∞-catégoriques
plus sophistiquées. Nous commençons par le produit de Gray, défini par Al-Alg et
Steiner. Ceci nous conduit à introduire les notions de transformations oplax et lax,
et plus généralement de i-transformations oplax ou lax. Nous donnons les formules
explicites décrivant les transformations oplax et nous expliquons le lien avec la
notion d’homotopie de complexes dirigés augmentés. Nous introduisons ensuite le
joint ∞-catégorique et ses adjoints, les tranches. Nous décrivons explicitement les
tranches au-dessous d’un objet. Nous présentons de très générales conjectures de
fonctorialité des tranches formulées dans le langage des ∞-catégories de Gray. Enfin,
nous introduisons la construction comma ∞-catégorique. Nous faisons le lien entre
tranches et comma. Nous énonçons un théorème de fonctorialité de la construction
comma.

Le quatrième chapitre est consacré à l’étude des foncteurs nerf pour les n-catégories
strictes, 1 ⩽ n ⩽ ∞. On définit les orientaux et le nerf de Street, le nerf cellulaire,
induit par l’inclusion de la catégorie Θ de Joyal dans∞-Cat, et le nerf multi-simplicial
qu’on déduit du nerf cellulaire mais qui peut également s’obtenir par itération du nerf
classique. On expose des résultats généraux de Grothendieck permettant de comparer
des foncteurs nerf. En utilisant ces résultats, on esquisse la preuve du fait que les
nerfs de Street, cellulaire et multi-simplicial sont équivalents en un sens précisé par
la théorie de Grothendieck.

Dans le cinquième chapitre, nous introduisons les équivalences de Thomason
∞-catégoriques. En vertu du résultat principal du chapitre précédent, celles-ci
peuvent être définies en utilisant n’importe quel foncteur nerf. Nous montrons que
la classe des équivalences de Thomason est stable par toutes les dualités de ∞-Cat.
Nous expliquons comment les transformations oplax ou lax induisent des homotopies
simpliciales après application du nerf de Street. Ceci nous conduit à introduire
une notion de rétracte par transformation qui est une condition suffisante pour
qu’un ∞-foncteur soit une équivalence de Thomason. On démontre que les tranches
au-dessus ou au-dessous d’un objet se rétractent par transformation sur le point.
On montre qu’il en est de même des orientaux. Enfin, on énonce l’analogue du
théorème d’Illusie-Quillen, démontré par mon étudiant Gagna : les ∞-catégories
strictes modélisent les types d’homotopie.

Le sixième chapitre traite de l’analogue ∞-catégorique du théorème A de Quillen.
On énonce le théorème A ∞-catégorique relatif. On esquisse deux démonstrations :
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l’une de nature simpliciale et l’autre de nature∞-catégorique. On introduit une notion
de localisateur fondamental de∞-Cat. Les résultats de ce chapitre et du chapitre pré-
cédent montrent que la classe des équivalences de Thomason ∞-catégoriques forme
un localisateur fondamental de ∞-Cat. On conjecture qu’il s’agit du plus petit tel
localisateur. On montre que tout localisateur fondamental de ∞-Cat vérifie un théo-
rème A relatif en un sens lax, ce qui est une manière de formuler que le théorème A
relatif strict implique le théorème A relatif lax.

Le septième chapitre est consacré au théorème B ∞-catégorique. On en démontre
une forme générale qui dans le cas 1-catégorique est due à Barwick et Kan. Plus
précisément, nous montrons que l’analogue ∞-catégorique de la condition de Quillen
est une condition suffisante pour que la construction comma calcule le produit fibré
homotopique. On donne quelques applications de ce théorème, notamment au calcul
d’espaces de lacets ∞-catégoriques et de modèles ∞-catégoriques pour les espaces
d’Eilenberg-Mac Lane.

Dans le huitième chapitre, on s’intéresse aux modèles ∞-catégoriques d’un
complexe simplicial. On montre comment associer à tout complexe simplicial une
∞-catégorie qui est une sorte de version ∞-catégorique du complexe simplicial.
On conjecture que cette ∞-catégorie a le type d’homotopie du complexe simplicial
de départ. Afin d’étudier cette conjecture, on introduit différentes notions d’objets
initiaux et finaux en un sens lax dans une ∞-catégorie. On montre que les orientaux
admettent de tels objets initiaux et finaux. On en déduit une preuve de notre conjec-
ture dans le cas où le complexe simplicial est la subdivision d’un autre complexe
simplicial. Comme cas particulier, on obtient un modèle ∞-catégorique simple pour
un CW-complexe régulier.

Le dernier chapitre de ce mémoire traite de la structure de catégorie de modèles
à la Thomason sur la catégorie n-Cat des n-catégories strictes, pour 1 ⩽ n ⩽ ∞.
On travaille de manière axiomatique et dégage des conditions suffisantes sur un ob-
jet cosimplicial dans n-Cat pour qu’il induise une structure de catégorie de modèles
sur n-Cat à partir de celles de Kan-Quillen sur les ensembles simpliciaux. Dans le
cas qui nous intéresse, à savoir celui des orientaux, toutes les conditions sauf deux,
les conditions (d) et (e), sont faciles à obtenir. On montre que la condition (e) est
conséquence des résultats du chapitre précédent. La condition (d) reste ouverte dans
le cas général. On esquisse la preuve de cette condition dans le cas 2-catégorique. On
obtient ainsi une structure à la Thomason sur 2-Cat. Enfin, on étudie les localisa-
tions de Bousfield à gauche de cette structure en lien avec la notion de localisateur
fondamental de 2-Cat de Chiche.

Pour finir, dans un appendice, on présente nos travaux menés après la thèse qui ne
sont pas en rapport direct avec le sujet de ce mémoire. On insiste sur nos résultats à
propos d’un modèle des n-catégories faibles (plus précisément des (∞, n)-catégories)
que nous avons introduit : les n-quasi-catégories.





CHAPITRE 1

THÉORIE DE L’HOMOTOPIE
DES PETITES CATÉGORIES

Dans ce chapitre, nous présentons la théorie de l’homotopie des petites catégories
de Quillen, Thomason et Grothendieck, c’est-à-dire l’étude de la catégorie des petites
catégories munie de la classe des équivalences de Thomason, foncteurs dont le nerf
est une équivalence d’homotopie faible simpliciale.

L’objet des chapitres suivants sera de présenter nos travaux, pour la plupart en
collaboration avec Georges Maltsiniotis, vers une généralisation de cette théorie aux
∞-catégories strictes.

Aucun des résultats présentés dans ce chapitre ne nous est dû.

1.1. Les petites catégories comme modèle des types d’homotopie

La théorie de l’homotopie des petites catégoriques naît avec l’introduction par
Grothendieck du foncteur nerf [42] qui permet d’associer à toute petite catégorie un
type d’homotopie. Commençons par rappeler sa définition.

1.1.1. — On notera Cat la catégorie des petites catégories, c’est-à-dire la catégorie
dont les objets sont les petites catégories et dont les morphismes sont les foncteurs
entre petites catégories.

1.1.2. — La catégorie des simplexes ∆ est la catégorie dont les objets sont les en-
sembles ordonnés

∆n = {0 ⩽ 1 ⩽ · · · ⩽ n} , n ⩾ 0 ,

et dont les morphismes sont les applications croissantes au sens large entre ces en-
sembles ordonnés. On considérera souvent cette catégorie comme une sous-catégorie
pleine de Cat.

Un ensemble simplicial est un préfaisceau sur ∆. Ainsi, la catégorie des ensembles
simpliciaux est la catégorie ∆̂ des préfaisceaux sur ∆.
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1.1.3. — Le foncteur d’inclusion ∆ ↪→ Cat induit, par le procédé de Kan, une
adjonction

c : ∆̂→ Cat ⊣ N : Cat → ∆̂ .
On appelle l’adjoint à droite N le foncteur nerf. Explicitement, si C est une petite
catégorie, l’ensemble des n-simplexes de NC est

(NC)n = HomCat(∆n, C) .

Autrement dit, un n-simplexe de NC correspond à un diagramme

c0 // c1 // · · · // cn

dans C.

Le foncteur nerf permet d’associer à toute petite catégorie un type d’homotopie
comme suit.

1.1.4. — La catégorie des ensembles simpliciaux sera toujours munie de la classe
des équivalences d’homotopie faibles, qu’on peut par exemple définir comme les mor-
phismes envoyés par le foncteur de réalisation topologique sur une équivalence d’ho-
motopie. On notera Hot la localisée Ho(∆̂) de la catégorie des ensembles simpliciaux
par cette classe d’équivalences faibles. C’est la catégorie des types d’homotopie. On
dispose d’un foncteur canonique p : ∆̂→ Hot.

Remarque 1.1.5. — De manière plus classique, la catégorie des types d’homotopie
est définie comme la localisée de la catégorie des espaces topologiques Top par les
équivalences d’homotopie faibles. Il résulte d’un théorème de Milnor que la catégorie
qu’on obtient ainsi est équivalente à celle définie à partir des ensembles simpliciaux.

1.1.6. — On obtient donc un foncteur

Cat N // ∆̂
p
// Hot ,

associant à une catégorie son type d’homotopie.

1.1.7. — On dit qu’un foncteur u : A → B entre petites catégories est une équiva-
lence de Thomason si son nerf Nu est une équivalence faible simpliciale ou, ce qui
revient au même, si pNu est un isomorphisme de types d’homotopie. On notera W∞
la classe des équivalences de Thomason.

La « théorie de l’homotopie de Cat » est l’étude de Cat munie de la classe des
équivalences de Thomason. Le théorème suivant affirme que cette étude est en fait
celle des types d’homotopie :

1.1.8. Théorème d’Illusie-Quillen. — Le foncteur nerf N : Cat → ∆̂ induit une
équivalence de catégories

N : Ho(Cat)→ Ho(∆̂) = Hot ,

où Ho(Cat) désigne la localisée de Cat par les équivalences de Thomason.
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Démonstration. — Voir [50, chapitre VI, corollaire 3.3.1]. (Le résultat est rédigé par
Illusie mais est attribué par celui-ci à Quillen.)

Remarque 1.1.9. — Il faut se garder de croire que l’adjoint à gauche c : ∆̂→ Cat
du nerf induit un quasi-inverse de N . En effet, ce foncteur a un mauvais comportement
homotopique et en particulier n’envoie par les équivalences faibles simpliciales sur des
équivalences de Thomason. Un quasi-inverse de N est induit par le foncteur « catégorie
des éléments »

i∆ : ∆̂→ Cat
X 7→∆/X .

(Rappelons que si A est une petite catégorie, on dispose d’un foncteur

iA : Â→ Cat
F 7→ A/F ,

où A/F est la catégorie des éléments du préfaisceau F , c’est-à-dire la catégorie dont
les objets sont les couples (a, f : a→ F ), où a est un objet de A et f un morphisme de
préfaisceaux, et les morphismes de (a, f) vers (a′, f ′) sont les morphismes u : a→ a′

de A tels que f ′u = f .)

Remarque 1.1.10. — La preuve de Quillen permet en fait de montrer que le nerf N

induit une équivalence de (∞, 1)-catégories faibles, ou de dérivateurs, entre Ho(Cat)
et Hot.

1.2. Les théorèmes A et B de Quillen

Une des premières applications spectaculaires de la théorie de l’homotopie des pe-
tites catégories est la définition des groupes de K-théorie algébrique supérieure comme
les groupes d’homotopie du type d’homotopie d’une certaine petite catégorie [65].
C’est afin d’étudier ces groupes que Quillen a introduit ses célèbres théorèmes A et B.

Une condition suffisante pour qu’un foncteur soit une équivalence de Thomason est
qu’il soit en quelque sorte une équivalence d’homotopie, c’est-à-dire qu’il admette un
inverse à transformations naturelles près :

1.2.1. — Soient u, v : A → B deux foncteurs entre petites catégories. La don-
née d’une transformation naturelle α : u ⇒ v est équivalente à celle d’un foncteur
hα : ∆1 × A→ B tel que hα(0,−) = u et hα(1,−) = v. Le foncteur nerf commutant
au produit, le morphisme simplicial N(hα) est donc une homotopie simpliciale de Nu

vers Nv.
Ainsi, si u : A → B est un foncteur entre petites catégories qui admet un inverse

à transformations naturelles près, alors Nu est une équivalence d’homotopie et u est
donc une équivalence de Thomason. En particulier, si u est un adjoint (à gauche ou
à droite), alors Nu est une équivalence de Thomason.
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Cette condition est extrêmement restrictive. Le théorème A de Quillen fournit une
condition suffisante beaucoup plus souple pour qu’un foncteur soit une équivalence
de Thomason. Commençons par quelques rappels.

1.2.2. — Soit u : A → B un foncteur. Si b est un objet de B, on notera A/b la
catégorie dont les objets sont les couples (a, f : u(a)→ b), où a est un objet de A et f

une flèche de B, et dont les morphismes d’un objet (a, f) vers un objet (a′, f ′) sont les
morphismes g : a→ a′ de A faisant commuter le triangle évident, c’est-à-dire tels que
f ′u(g) = f . C’est la tranche de A au-dessus de b, sous-entendu relativement à u. On
dispose d’un foncteur d’oubli U : A/b → A. Lorsque u est le foncteur identité de B,
on retrouve la tranche usuelle B/b. Par ailleurs, on a un isomorphisme canonique

A/b ≃ A×B B/b ,

où les flèches intervenant dans le produit fibré sont u et le foncteur d’oubli.
On définit de même, toujours pour u : A→ B un foncteur et b un objet de B, une

catégorie b\A dont les objets sont les couples (a, f : b → u(a)) et les morphismes les
morphismes évidents. C’est la tranche de A au-dessous de b. On vérifie immédiatement
qu’on a

b\A = (A◦
/b)◦ ,

ce qui permet de déduire de tout énoncé catégorique pour les tranches au-dessus un
énoncé analogue pour les tranches au-dessous. En particulier, on dispose également
d’un foncteur d’oubli pour ces tranches.

1.2.3. — On dit qu’une petite catégorie C est asphérique si son type d’homotopie
est trivial, c’est-à-dire si son nerf NC est faiblement contractile.

Remarque 1.2.4. — Les petites catégories admettant un objet initial ou final sont
asphériques. En effet, si C est une telle catégorie, alors le foncteur C → e, où e est la
catégorie finale, est un adjoint, et donc une équivalence de Thomason.

1.2.5. Théorème A de Quillen. — Soit u : A → B un foncteur entre petites
catégories. Si pour tout objet b de B, la catégorie A/b est asphérique, alors u est une
équivalence de Thomason.

Démonstration. — Voir [65, théorème A].

1.2.6. — On dira d’un foncteur u : A→ B qui vérifie les hypothèses du théorème A,
c’est-à-dire tel que, pour tout objet b de B, la catégorie A/b est asphérique, qu’il
est asphérique. Le théorème A affirme alors que tout foncteur asphérique est une
équivalence de Thomason.

Remarque 1.2.7. — Si C est une petite catégorie, on vérifie facilement que C et C◦

ont même type d’homotopie. On en déduit que si u : A→ B est un foncteur tel que,
pour tout objet b de B, la catégorie b\A est asphérique, alors u est une équivalence
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de Thomason. (C’est en fait ce résultat que démontre Quillen.) Un foncteur vérifiant
cette hypothèse est dit coasphérique.

1.2.8. Théorème A de Quillen relatif. — Considérons un triangle commutatif

A
u //

v

��

B

w

��

C

de Cat. Si pour tout objet c de C, le foncteur canonique

u/c : A/c→ B/c

(a, f) 7→ (u(a), f)

est une équivalence de Thomason, alors il en est de même de u.

Démonstration. — Ce résultat, qui semble avoir été énoncé pour la première fois par
Grothendieck [43], peut se démontrer exactement comme le théorème A classique.

Remarque 1.2.9. — Le théorème A classique est le cas du triangle

A
u //

u

��

B

1B

��

B .

Le caractère fondamental du théorème A a été mis en évidence par une conjecture
de Grothendieck, démontrée par Cisinski :

1.2.10. — On dit qu’une classe de foncteurs W entre petites catégories est un loca-
lisateur fondamental si

(a) la classe W est faiblement saturée, c’est-à-dire contient les identités, vérifie la
propriété du deux sur trois et contient les foncteurs i admettant une rétraction r

telle que ir soit dans W ;
(b) les petites catégories admettant un objet final sont W-asphérique au sens où,

si C est une telle petite catégorie, le foncteur C → e vers la catégorie finale est
dans W ;

(c) la classe W satisfait au théorème A relatif au sens où, pour tout foncteur
u : A → B entre petites catégories au-dessus d’une petite catégorie C, si pour
tout objet c de C le foncteur A/c → B/c est dans W, alors u est dans W.

Théorème 1.2.11 (Cisinski). — La classe W∞ des équivalences de Thomason est
le plus petit localisateur fondamental.

Démonstration. — C’est le résultat principal de [25].
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Ce résultat montre qu’en un certain sens, le théorème A est le seul outil non trivial
dont on dispose pour montrer qu’un foncteur est une équivalence de Thomason.

Passons maintenant au théorème B de Quillen.

1.2.12. — On dit qu’un foncteur u : A→ B entre petites catégories est localement
homotopiquement constant si, pour toute flèche f : b→ b′ de B, le foncteur

A/f : A/b→ A/b′

(a, g) 7→ (a, fg)

est une équivalence de Thomason.

1.2.13. Théorème B de Quillen. — Soit u : A → B un foncteur homotopique-
ment localement constant entre petites catégories. Alors le carré cartésien

A/b //

��

A

u

��

B/b // B ,

où les foncteurs horizontaux sont les foncteurs d’oubli, est homotopiquement cartésien,
au sens où son nerf est un carré homotopiquement cartésien d’ensembles simpliciaux.

Démonstration. — Voir [65, théorème B].

Remarque 1.2.14. — Comme pour le théorème A, on peut déduire immédiatement
de ce résultat un analogue pour les tranches au-dessous.

Remarque 1.2.15. — Le théorème B peut se reformuler en affirmant que, sous
ses hypothèses, la fibre homotopique de u : A → B est A/b, au sens où la fibre
homotopique de Nu est N(A/b).

Remarque 1.2.16. — Tout foncteur asphérique est homotopiquement localement
constant. Ainsi, en vertu du théorème B, si u : A→ B est asphérique, pour tout objet b

de B, la fibre homotopique de Nu est N(A/b) et est donc triviale par asphéricité
de u. Ainsi, le morphisme Nu est une équivalence d’homotopie faible et u est une
équivalence de Thomason. On a donc montré que le théorème B entraîne le théorème A
(non relatif). Néanmoins, les formes les plus générales du théorème A ne sont pas
conséquence du théorème B.

1.3. La structure de catégorie de modèles de Thomason

Thomason a montré dans [75] que le couple (Cat,W∞), des catégories munies des
équivalences de Thomason, est quillenisable au sens où il existe une structure de
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catégorie de modèles sur Cat dont les équivalences faibles sont les équivalences de
Thomason(1) : c’est la structure de Thomason.

Commençons par des rappels sur la structure de Kan-Quillen sur les ensembles
simpliciaux.

1.3.1. — Les ensembles simpliciaux sont munis d’une structure de catégorie de mo-
dèles dont les équivalences faibles sont les équivalences d’homotopie faibles, mor-
phismes dont la réalisation topologique est une équivalence d’homotopie, les cofibra-
tions sont les monomorphismes et les fibrations sont les fibrations de Kan (voir plus
bas pour une définition) : c’est la structure de Kan-Quillen [64, chapitre II, § 3,
théorème 3].

Cette structure est combinatoire. Explicitons des ensembles de cofibrations et de
cofibrations triviales génératrices. Pour n ⩾ 0, on notera in : ∂∆n ↪→ ∆n l’inclusion
du bord du n-simplexe dans le n-simplexe. L’ensemble

I = {in : ∂∆n ↪→ ∆n | n ⩾ 0}

est un ensemble de cofibrations génératrices. Pour 0 ⩽ k ⩽ n avec n > 0, on notera
jn,k : Λk

n ↪→ ∆n l’inclusion du k-ième cornet dans ∆n. Rappelons que ce cornet est
obtenu à partir de ∂∆n en enlevant la k-ième face. L’ensemble

J = {jn,k : Λk
n ↪→ ∆n | 0 ⩽ k ⩽ n, n > 0}

est un ensemble de cofibrations triviales génératrices. En particulier, une fibration de
Kan est un morphisme ayant la propriété de relèvement à droite par rapport à J .

La structure de Thomason est obtenue par transfert le long d’une adjonction à
partir de la structure de Kan-Quillen sur les ensembles simpliciaux en utilisant ce
résultat classique :

1.3.2. Lemme de transfert. — Soit M une catégorie de modèles combinatoire de
classes d’équivalences faibles W et de fibrations Fib, de cofibrations génératrices I et
de cofibrations triviales génératrices J , soit N une catégorie localement présentable et
soit

F :M⇄ N : G

une adjonction. On suppose que

G(Cell(F (J))) ⊂ W ,

où Cell désigne la clôture par image directe et composition transfinie. Alors N est
munie d’une structure de catégorie de modèles d’équivalences faibles G−1(W) et de
fibrations G−1(Fib), de cofibrations génératrices F (I) et de cofibrations triviales géné-
ratrices F (J). En particulier, l’adjonction F ⊣ G, pour N munie de cette structure,
est une adjonction de Quillen.

(1)La terminologie « équivalence de Thomason » provient de ce résultat.
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Démonstration. — Voir par exemple [47, théorème 11.3.2].

Les hypothèses du lemme de transfert ne sont pas satisfaites pour l’adjonction
c : ∆̂ ⇆ Cat : N . Cela est dû au mauvais comportement homotopique du foncteur c.
Néanmoins, comme l’a observé Thomason, celui-ci se comporte bien sur des ensembles
simpliciaux suffisamment subdivisés.

1.3.3. — On notera Sd : ∆̂ → ∆̂ le foncteur de subdivision barycentrique de Kan.
Rappelons que celui-ci est l’unique foncteur commutant aux limites inductives qui
envoie ∆n sur le nerf de l’ensemble ordonné des parties finis non vides de {0, . . . , n}.
Ce foncteur admet un adjoint à droite Ex : ∆̂→ ∆̂.

1.3.4. Théorème de Thomason. — La catégorie Cat des petites catégories est mu-
nie d’une structure de catégorie de modèles combinatoire propre dont les équivalences
faibles sont les équivalences de Thomason, de cofibrations génératrices c Sd2(I) et de
cofibrations triviales génératrices c Sd2(J). De plus, pour cette structure, l’adjonction

c Sd2 : ∆̂ ⇆ Ex2 N : Cat

est une adjonction de Quillen.

Démonstration. — C’est le résultat principal de [75].

Corollaire 1.3.5. — L’adjonction

c Sd2 : ∆̂ ⇆ Ex2 N : Cat

est une équivalence de Quillen entre la catégorie de modèles de Thomason et celle de
Kan-Quillen.

Démonstration. — Cela résulte du théorème d’Illusie-Quillen et du théorème de
Thomason. Il est à noter que ces deux résultats sont complètement indépendants.

Le résultat précédent affirme donc que la théorie de l’homotopie des petites catégo-
ries est équivalente à celle des types d’homotopie, et qu’étudier cette théorie revient
bien à étudier les types d’homotopie sous un angle nouveau.



CHAPITRE 2

LE LANGAGE DES ∞-CATÉGORIES STRICTES

Dans ce chapitre, on introduit la catégorie ∞-Cat des ∞-catégories strictes, objet
central de ce texte. On donne les premières définitions, notations et propriétés relatives
aux ∞-catégories strictes. On introduit la puissante théorie de Steiner qui permet de
manipuler certaines ∞-catégories strictes comme des complexes de chaînes. Enfin,
on introduit la catégorie Θ de Joyal, sous-catégorie pleine de ∞-Cat dont les objets
indexent les opérations des ∞-catégories.

Aucun des résultats présentés dans ce chapitre ne nous est dû.

2.1. La catégorie des ∞-catégories strictes

Commençons par rappeler brièvement la définition des ∞-catégories strictes. De
même qu’une catégorie possède un graphe sous-jacent, une∞-catégorie stricte possède
un ensemble globulaire sous-jacent :

2.1.1. — Un ensemble globulaire est un diagramme d’ensembles

· · ·
s //

t
// Xi

s //

t
// · · ·

s //

t
// X1

s //

t
// X0 ,

satisfaisant aux relations
ss = st et ts = tt .

Si X est un ensemble globulaire, on appelle Xi l’ensemble des i-cellules de X.
Pour i = 0, on parle également d’objets. Si x est une i-cellule de X, pour j tel
que 0 ⩽ j ⩽ n, on appelle j-source de x et j-but de x les j-cellules

sj(x) = (s · · · s)(x) et tj(x) = (t · · · t)(x) ,

où s et t sont itérés i− j fois. Lorsque j = i− 1, on parle simplement de source et de
but.

On dit que deux i-cellules x et y d’un ensemble globulaire sont parallèles si, ou
bien i = 0, ou bien i > 0 et on a s(x) = s(y) et t(x) = t(y).
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Si X et Y sont deux ensembles globulaires, un morphisme f : X → Y est un
morphisme de diagrammes, c’est-à-dire la donnée pour tout i ⩾ 0 d’une application
fi : Xi → Yi, et ceci de manière compatible aux opérations source et but. Si x est une
i-cellule de X, on notera simplement f(x) pour fi(x). La compatibilité aux sources
et buts s’exprime alors par

sf(x) = fs(x) et tf(x) = ft(x)

pour toute cellule x de dimension i > 0.

Dans une catégorie, on peut obtenir une flèche à partir de chacun des diagrammes

x
f
// y

g
// z ou x

(la composition dans le premier cas et l’identité dans le second) de sorte que, pour
des diagrammes plus complexes comme par exemple

x
f
// y

g
// z

h // t
i // u ,

il existe un unique composé. De même, dans une 2-catégorie stricte, on peut obtenir
une 2-cellule à partir des diagrammes

x
f
// y

g
// z , x

f

$$

g

::α �� y

h

$$

i

::β �� z , x

f

��g
//

h

AA

α ��

β ��

y ,

x ou x
f
// y ,

de sorte que, pour des diagrammes plus complexes comme par exemple

x

f

��g
//

h

AA

α ��

β ��

y

i

��
j

&&
k 88

l

EE

γ ��

δ ��

ε ��

z
m // t ,

il existe un unique composé. Plus généralement, dans une ∞-catégorie stricte, on
se donne des composés et des identités pour certains diagrammes élémentaires de
dimension fini arbitraire et on impose des axiomes garantissant l’existence d’un unique
composé pour une vaste classe de diagrammes :

2.1.2. — Une ∞-catégorie C consiste en la donnée d’un ensemble globulaire muni
des opérations suivantes :

– compositions : pour tous 0 ⩽ j < i et tout couple x, y de i-cellules de C j-com-
posables au sens où sj(x) = tj(y), on se donne une i-cellule x ∗j y de source et
but respectifs sy et tx si j = i− 1, et sx ∗j sy et tx ∗j ty si j < i− 1 ;
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– identités : pour tout i ⩾ 0 et toute i-cellule x de C, on se donne une (i + 1)-cel-
lule 1x de source x et de but x ;

vérifiant les axiomes suivants :
– associativité : pour tous 0 ⩽ j < i et tout triplet x, y, z de i-cellules de C, on a

(x ∗j y) ∗j z = x ∗j (y ∗j z)

dès que ces deux expressions ont un sens, c’est-à-dire dès que sj(x) = tj(y) et
sj(y) = tj(z) ;

– loi d’échange : pour tous 0 ⩽ k < j < i et tout quadruplet x, y, z, t de i-cellules
de C, on a

(x ∗j y) ∗k (z ∗j t) = (x ∗k z) ∗j (y ∗k t)
dès que ces deux expressions ont un sens, c’est-à-dire dès que sj(x) = tj(y),
sj(z) = tj(t) et sk(y) = tk(z) ;

– unitarité : pour tous 0 ⩽ j < i et toute i-cellule x de C, on a

x ∗j 1sj(x) = x = 1tj(x) ∗j x ,

où on a noté 1sj(x) et 1tj(x) les i-cellules obtenues en itérant i−j fois l’opération
z 7→ 1z à partir de sj(x) et tj(x) respectivement ;

– fonctorialité des identités : pour tous 0 ⩽ j < i et tout couple x, y de i-cellules
de C, on a

1x∗jy = 1x ∗j 1y

dès que ces expressions ont un sens, c’est-à-dire dès que sj(x) = tj(y).

2.1.3. — On adoptera les conventions suivantes sur les opérations d’une∞-catégorie
stricte :

– Si i > j ⩾ 0, la composition ∗j sera prioritaire sur la composition ∗i. Ainsi, par
exemple, si l’expression x ∗i (y ∗j z) a un sens dans une ∞-catégorie stricte, on
la notera plus simplement x ∗i y ∗j z.

– On identifiera parfois une cellule à ses identités itérées dans les formules. Par
exemple, si l’expression 1x∗iy, où 1x désigne l’identité itérée de x en la dimension
de y, a un sens dans une ∞-catégorie stricte, on pourra la noter x ∗i y.

2.1.4. — Si C et D sont deux∞-catégories strictes, un∞-foncteur strict u : C → D

est un morphisme de l’ensemble globulaire sous-jacent à C vers celui sous-jacent à D

qui est compatible aux compositions et aux identités. Cela signifie que dès que le
composé x ∗j y est défini dans C, alors

u(x ∗j y) = u(x) ∗j u(y)

et que pour tout cellule x de C, on a

u(1x) = 1u(x) .

2.1.5. — On notera∞-Cat la catégorie des∞-catégories strictes et des∞-foncteurs
stricts.
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Remarque 2.1.6. — De manière plus expéditive, la catégorie ∞-Cat, et donc la
notion de∞-catégorie stricte, peut être définie de la manière suivante : par récurrence,
on définit la catégorie (n + 1)-Cat comme étant la catégorie des catégories enrichies
dans n-Cat, où 0-Cat est la catégorie des ensembles, et on définit ∞-Cat comme la
limite projective du diagramme

· · · // n-Cat // · · · // 1-Cat // 0-Cat ,

les flèches étant les foncteurs associant à une n-catégorie stricte la (n − 1)-catégorie
stricte obtenue en oubliant ses n-cellules.

Dans ce texte, toutes les ∞-catégories et tous les ∞-foncteurs seront stricts et on
se permettra donc à partir de maintenant d’omettre cet adjectif.

2.1.7. — On vérifie que la catégorie∞-Cat est équivalente à la catégorie des catégo-
ries enrichies dans∞-Cat. En particulier, si C est une∞-catégorie et c et c′ sont deux
objets de C, on dispose d’une ∞-catégorie HomC(c, c′). Explicitement, les i-cellules
de cette ∞-catégorie sont les (i + 1)-cellules de C de 0-source c et de 0-but c′, la
structure de ∞-catégorie étant héritée de façon évidente de celle de C.

2.1.8. — On dit qu’une cellule d’une ∞-catégorie est triviale si elle est l’identité
d’une cellule de dimension strictement inférieure. Pour n ⩾ 0, une n-catégorie (stricte)
est une∞-catégorie dont toutes les i-cellules pour i > n sont triviales. On notera n-Cat
la sous-catégorie pleine de∞-Cat formée des n-catégories. Les catégories 0-Cat et 1-Cat
s’identifient respectivement à Ens et Cat. En particulier, on considérera Ens et Cat
comme des sous-catégories pleines de ∞-Cat.

2.1.9. — Pour n ⩾ 0, le foncteur d’inclusion n-Cat ↪→ ∞-Cat admet des adjoints à
gauche et à droite

τ i
n :∞-Cat → n-Cat ⊣ n-Cat ↪→∞-Cat ⊣ τb

n :∞-Cat → n-Cat

appelés respectivement le n-tronqué intelligent et le n-tronqué bête. Si C est une
n-catégorie, on a

τ i
n(C) =

{
Ci si i < n,
Cn/∼ si i ⩾ n,

et τb
n(C) =

{
Ci si i < n,
Cn si i ⩾ n,

où ∼ est la relation d’équivalence sur les n-cellules de C qui identifie deux n-cellules
reliées par un zigzag de (n + 1)-cellules, les sources, buts, compositions et identités
étant hérités de la manière évidente de celles de C. On notera parfois C⩽n pour τb

n(C).
On dispose de deux ∞-foncteurs canoniques

C → τ i
n(C) et τb

n(C) ↪→ C

provenant des adjonctions.
On peut montrer que le foncteur τb

n : n-Cat → ∞-Cat admet lui-même un adjoint
à droite et qu’il commute donc aux limites inductives comme projectives.
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2.1.10. — Pour tout i ⩾ 0, on notera Di le i-disque, c’est-à-dire la i-catégorie qui
représente le foncteur i-cellules

∞-Cat → Ens
C 7→ Ci .

Ainsi, si C est une ∞-catégorie, la donnée d’une i-cellule x de C correspond à celle
d’un ∞-foncteur x : Di → C. Explicitement, on a

D0 = {0} , D1 = 0 // 1 , D2 = 0
$$

::�� 1 , D3 = 0
""

<<�� ��
*4 1 .

On appellera l’unique i-cellule non triviale de Di sa cellule principale.
Les opérations source et but induisent, pour i > 0, des ∞-foncteurs σ : Di−1 → Di

et τ : Di−1 → Di.
De même, on notera ∂Di le bord du i-disque, également appelé (i−1)-sphère, obtenu

à partir de Di en enlevant sa cellule principale. On a donc

∂D0 = ∅ , ∂D1 = {0 1} , ∂D2 = 0
$$

:: 1 , ∂D3 = 0
""

<<�� �� 1 .

Si C est une ∞-catégorie, la donnée d’un ∞-foncteur ∂Di+1 → C, pour i ⩾ 0,
correspond à celle de deux i-cellules parallèles de C.

On a un ∞-foncteur canonique d’inclusion ∂Di ↪→ Di.

2.1.11. — Soit C une ∞-catégorie. On dit que C est libre au sens des polygraphes
si, pour tout i ⩾ 0, il existe un ensemble Gi de i-cellules de C tel que le carré

∐
x∈Gi

∂Di

��

(sx,tx)
// C⩽i

��∐
x∈Gi

Di (x)
// C⩽i+1 ,

où les flèches verticales sont les inclusions canoniques, soit cocartésien. Intuitivement,
cela signifie que les (i + 1)-cellules de C s’obtiennent librement à partir des i-cellules
en ajoutant l’ensemble Gi de (i + 1)-cellules.

On peut montrer que si C est libre au sens des polygraphes, les ensembles Gi

sont uniques. On peut donc parler de l’ensemble des générateurs des i-cellules ou des
i-cellules génératrices de C.

Remarque 2.1.12. — Les ∞-catégories librement engendrées par un ensemble glo-
bulaire sont libres au sens des polygraphes mais la notion est plus générale : par
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exemple, la 2-catégorie

O2 =

2

0 //

@@

1

OO

�"

est libre au sens des polygraphes mais n’est pas libre sur un ensemble globulaire.

2.1.13. — Soit J une partie de N ∖ {0}. Si C est une ∞-catégorie, on définit une
nouvelle ∞-catégorie DJ(C) en renversant l’orientation des j-cellules de C lorsque j

appartient à J . On obtient ainsi un foncteur DJ : ∞-Cat → ∞-Cat, automorphisme
involutif de ∞-Cat.

Trois de ces automorphismes jouent un rôle particulièrement important dans la
théorie des ∞-catégories. Lorsque J = N ∖ {0}, on note C◦ pour DJ(C) et on parle
du dual total de C. Si J est constitué de l’ensemble des nombres pairs strictement
positifs, on note Cco pour DJ(C) et on parle du dual pair de C ; de même, si J consiste
en l’ensemble des nombres impairs positifs, on note Cop pour DJ(C) et on parle de
dual impair. On a évidemment

C◦ = (Cco)op = (Cop)co ,

raison pour laquelle la ∞-catégorie C◦ est parfois notée Ccoop.

Remarque 2.1.14. — On peut montrer que toute auto-équivalence de la catégo-
rie ∞-Cat est isomorphe à un DJ pour un certain J .

2.1.15. — Si C est une ∞-catégorie, on notera ΣC la ∞-catégorie définie de la
manière suivante :

– les objets de ΣC sont 0 et 1 ;
– si x et y sont deux objets de ΣC, on a

HomΣC(x, y) =


C si x = 0 et y = 1,
{∗} si x = y,
∅ si x = 1 et y = 0 ;

– les compositions et identités sont définies de la manière évidente.
Les objets 0 et 1 définissent deux ∞-foncteurs D0 → ΣC qu’on notera respective-
ment σ et τ .

Remarque 2.1.16. — C’est une variante de la ∞-catégorie introduite dans le pa-
ragraphe précédent qui est notée ΣC dans [T7, section B.6].

2.2. Théorie de Steiner

Le but de cette section est de rappeler quelques éléments de la théorie des com-
plexes dirigés augmentés de Steiner [70]. Cette théorie joue un rôle fondamental dans
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essentiellement tous les travaux présentés dans ce texte. Les résultats de Steiner per-
mettent de manipuler certaines ∞-catégories libres au sens des polygraphes comme
des complexes de chaînes.

2.2.1. — Un complexe dirigé augmenté est un complexe de chaînes de groupes abé-
liens en degrés positifs augmenté

· · · d // Kn
d // · · · d // K1

d // K0
e // Z

muni, pour tout n ⩾ 0, d’un sous-monoïde K∗
n de Kn des n-chaînes positives. Un

morphisme f : K → L entre deux tels complexes est un morphisme de complexes de
chaînes augmentés qui respecte la positivité des chaînes au sens où, pour tout n ⩾ 0,
on a l’inclusion f(K∗

n) ⊂ L∗
n.

Les complexes dirigés augmentés forment une catégorie Cda. On peut vérifier que
cette catégorie est localement présentable (et en particulier complète et cocomplète).

Exemple 2.2.2. — Si X est un ensemble simplicial, on définit un complexe dirigé
augmenté cX de la manière suivante :

– le complexe sous-jacent à cX est le complexe réduit usuel associé à X : pour
n ⩾ 0, on a

(cX)n = Z(Xnd
n ) ,

où Xnd
n désigne l’ensemble des n-simplexes non dégénérés de X, et si x est un

n-simplexe non dégénéré de X, pour n > 0, on a

d(x) =
n∑

i=0
(−1)idi(x) ,

où di(x) désigne la i-ième face de x, et y vaut y si y est non dégénéré et 0 sinon ;
– l’augmentation e : Z(X0) → Z envoie tout élément de X0 sur 1 ;
– pour n ⩾ 0, le monoïde (cX)∗

n est N(Xnd
n ).

On vérifie immédiatement qu’on définit ainsi un foncteur

c : ∆̂→ Cda .

On peut montrer que ce foncteur commute aux limites inductives (voir [T4, proposi-
tion 5.8]).

2.2.3. — Steiner introduit un foncteur de « linéarisation » λ : ∞-Cat → Cda de la
manière suivante.

Soit C une ∞-catégorie. On définit λ(C) par :
– pour n ⩾ 0, le groupe abélien λ(C)n est engendré par des éléments

[x] ,

où x varie parmi les n-cellules de C, soumis aux relations

[x ∗i y] = [x] + [y] ,
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pour tout 0 ⩽ i < n et toutes n-cellules x et y i-composables ;
– pour n ⩾ 1, la différentielle d : λ(C)n → λ(C)n−1 est définie sur les générateurs

par
d[x] = [tx]− [sx] ;

– pour x un objet de C, on a
e[x] = 1 ;

– pour tout n ⩾ 0, le monoïde λ(C)∗
n est le sous-monoïde λ(C)n engendré par

les [x], où x varie parmi les n-cellules de C.
Si u : C → D est un∞-foncteur, on vérifie immédiatement qu’on définit un morphisme
de complexes dirigés augmentés λ(u) : λ(C)→ λ(D) en posant

λ(u)([x]) = [u(x)]

sur les générateurs.
On obtient bien ainsi un foncteur λ :∞-Cat → Cda.

Remarque 2.2.4. — On vérifie facilement que si C est une ∞-catégorie et x est
une n-cellule triviale de C, alors on a [x] = 0 dans λ(C)n.

2.2.5. — Steiner montre que le foncteur de linéarisation λ admet un adjoint à droite
ν : Cda →∞-Cat. Explicitons cet adjoint.

Si K est un complexe dirigé augmenté, pour tout i ⩾ 0, les i-cellules de la
∞-catégorie ν(K) sont les tableaux(

x0
0 . . . x0

i

x1
0 . . . x1

i

)
,

où
– xε

k appartient à K∗
k pour 0 ⩽ k ⩽ i et ε = 0, 1 ;

– x1
i = x0

i ;
– d(xε

k) = x1
k−1 − x0

k−1 pour 1 ⩽ k ⩽ i et ε = 0, 1 ;
– e(xε

0) = 1 pour ε = 0, 1.
Pour i ⩾ 1, la source et le but d’une telle i-cellule x sont

sx =
(

x0
0 . . . x0

i−2 x0
i−1

x1
0 . . . x1

i−2 x0
i−1

)
et tx =

(
x0

0 . . . x0
i−2 x1

i−1

x1
0 . . . x1

i−2 x1
i−1

)
.

En particulier, deux i-cellules x et y sont j-composables, pour 0 ⩽ j < i, si
– xε

k = yε
k pour 0 ⩽ k < j et ε = 0, 1 ;

– x0
j = y1

j .
Dans ce cas, leur composée est définie par

x ∗j y =
(

y0
0 . . . y0

j x0
j+1 + y0

j+1 . . . x0
i + y0

i

x1
0 . . . x1

j x1
j+1 + y1

j+1 . . . x1
i + y1

i

)
.
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Enfin, l’identité d’une i-cellule x est définie par

1x =
(

x0
0 . . . x0

i 0
x1

0 . . . x1
i 0

)
.

On vérifie qu’on obtient bien ainsi une ∞-catégorie.
De plus, si f : K → L est un morphisme de complexes dirigés augmentés, alors en

posant

f

(
x0

0 . . . x0
i

x1
0 . . . x1

i

)
=
(

f(x0
1) . . . f(x0

i )
f(x1

1) . . . f(x1
i )

)
on obtient bien un ∞-foncteur ν(f) : ν(K)→ ν(L).

On vérifie qu’on définit bien ainsi un foncteur ν : Cda →∞-Cat.

Proposition 2.2.6 (Steiner). — Les foncteurs

λ :∞-Cat → Cda ⊣ ν : Cda →∞-Cat

forment un couple de foncteurs adjoints.

Démonstration. — Voir [70, théorème 2.11].

Nous allons maintenant définir, selon Steiner, une classe de complexes dirigés aug-
mentés pour laquelle cette adjonction induit une équivalence de catégories. Nous ap-
pellerons ces complexes les complexes de Steiner. La définition de ces complexes,
technique, nécessite quelques préliminaires.

2.2.7. — Soit K un complexe dirigé augmenté. Pour tout i ⩾ 0, on définit une
relation d’ordre sur les i-chaînes de K en posant

x ⩽ y
déf⇐⇒ y − x ∈ K∗

i .

En particulier, avec cette définition, une i-chaîne est bien positive si et seulement si
elle appartient à K∗

i .

2.2.8. — Une base d’un complexe dirigé augmenté K est un sous-ensemble gradué
(Bi)i⩾0 de (Ki)i⩾0 tel que, pour tout i ⩾ 0,

(a) Bi ⊂ K∗
i ;

(b) Bi est une base du Z-module Ki.
On vérifie immédiatement que si un ensemble Bi vérifie ces propriétés, alors les élé-
ments de Bi sont les éléments strictement positifs minimaux de Ki pour l’ordre défini
au paragraphe précédent. Ainsi, un complexe dirigé augmenté admet au plus une base.
S’il en admet une, on parlera de complexe dirigé augmenté à base.

Exemple 2.2.9. — Si X est un ensemble simplicial, l’ensemble gradué (Xnd
i )i⩾0 est

une base du complexe dirigé augmenté cX.
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2.2.10. — Soit K un complexe dirigé augmenté à base et soit x une i-chaîne de K.
Notons B = (Bi) la base (unique) de K.

Puisque Bi est une base de Ki, on a une écriture unique

x =
∑
b∈Bi

xbb

et on appelle support de x l’ensemble

supp(x) = {b ∈ Bi | xb ̸= 0} .

Par ailleurs, on vérifie qu’on peut écrire x de manière unique

x = x+ − x− ,

où x+ et x− sont des i-chaînes positives à supports disjoints. Explicitement, on a

x+ =
∑
b∈B
xb>0

xbb et x− = −
∑
b∈B
xb<0

xbb .

2.2.11. — Soit K un complexe dirigé augmenté à base. Si x est une i-chaîne positive
de K, on définit un tableau

⟨x⟩ =
(

x0
0 . . . x0

i

x1
0 . . . x1

i

)
par récurrence descendante sur k variant de i à 0 en posant

– xε
i = x pour ε = 0, 1 ;

– x0
k = (d(x0

k+1))− et x1
k = (d(x1

k+1))+ pour 0 ⩽ k < i.
Par définition, le tableau ⟨x⟩ est une i-cellule de la ∞-catégorie ν(K) si et seulement
si e(x0

0) = 1 et e(x1
0) = 1.

On dit que le complexe K est à base unitaire si pour tout élément x de la base
de K, on a bien e(x0

0) = 1 et e(x1
0) = 1. Ainsi, si K est à base unitaire, tout élément x

de la base de K définit une cellule ⟨x⟩ de ν(K). On appelle ces cellules les atomes
de ν(K). Les atomes de ν(K) sont donc en bijection avec les éléments de la base de K.

Pour pouvoir enfin définir la notion de complexe de Steiner, nous avons besoin
d’une dernière définition, sans doute la plus technique de la théorie, dont le but est
d’exclure des phénomènes de boucles par l’existence d’une relation d’ordre sur la base
vérifiant des propriétés de compatibilités à d+ et d−. Steiner définit deux variantes
de cette notion :

2.2.12. — Soit K un complexe dirigé augmenté à base. Notons (Bi) sa base.
On dit que K est sans boucle s’il existe une relation d’ordre sur

∐
i⩾0 Bi telle que,

pour tout i > 0 et tout x dans Bi, pour tout k tel que 0 ⩽ k < i, tout élément du
support de ⟨x⟩0k est inférieur, pour cette relation d’ordre, à tout élément du support
de ⟨x⟩1k.
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On dit que K est fortement sans boucle si la plus petite relation de préordre ⩽N
sur B =

∐
i⩾0 Bi qui satisfasse

x ⩽N y si
{

|x| ⩾ 1 et y appartient au support de d(x)+ou
|y| ⩾ 1 et x appartient au support de d(y)− ,

où |z| désigne le degré d’une chaîne z, est une relation d’ordre.
Steiner démontre que tout complexe fortement sans boucle est sans boucle.

2.2.13. — On appellera complexe de Steiner un complexe dirigé augmenté à base
unitaire sans boucle. De même, on appellera complexe de Steiner fort un complexe
dirigé augmenté à base unitaire fortement sans boucle. On notera St et Stf les sous-
catégories pleines de Cda formées respectivement des complexes de Steiner et des
complexes de Steiner forts. Ainsi, on a des inclusions pleines Stf ⊂ St ⊂ Cda.

Exemple 2.2.14. — En général, si X est un ensemble simplicial, le complexe dirigé
augmenté à base cX n’est ni unitaire, ni sans boucle. Steiner démontre néanmoins
que c∆n est un complexe de Steiner fort [70, exemple 3.8]. On retrouvera ce résultat
comme conséquence de notre théorie du joint (voir le paragraphe 4.1.2). On montrera
par ailleurs plus généralement que cX est un complexe de Steiner fort si l’ensemble
simplicial X provient d’un complexe simplicial (voir le théorème 8.1.5).

L’intérêt de la classe des complexes de Steiner provient des deux théorèmes sui-
vants, qui affirment que travailler dans St, c’est travailler dans une certaine sous-
catégorie pleine de ∞-Cat formée de ∞-catégories libres au sens des polygraphes :

Théorème 2.2.15 (Steiner). — Le foncteur

ν|St : St→∞-Cat

est pleinement fidèle et induit donc une équivalence de catégories sur son image. Ainsi,
si K est un complexe de Steiner, le morphisme d’adjonction

λ(ν(K))→ K

est un isomorphisme.

Démonstration. — Voir [70, théorème 5.6].

Théorème 2.2.16 (Steiner). — Le foncteur

ν|St : St→∞-Cat

prend son image dans les ∞-catégories engendrées librement au sens des polygraphes.
Plus précisément, si K est un complexe de Steiner, alors ν(K) est engendrée librement
au sens des polygraphes par ses atomes.

Démonstration. — Voir [70, théorème 6.1].
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Remarque 2.2.17. — L’intérêt de la notion de complexe de Steiner fort par rapport
à celle de complexe de Steiner apparaîtra au chapitre suivant : ceux-ci jouissent de
meilleures propriétés de stabilité, notamment par produit tensoriel ou joint.

2.3. La catégorie Θ de Joyal

Dans cette section, nous définissons la catégorie Θ, introduite par Joyal dans [51].
Cette catégorie forme une sous-catégorie dense de la catégorie ∞-Cat et joue un rôle
analogue à celui que joue ∆ pour Cat.

2.3.1. — Soit l ⩾ 1 et soient i1, . . . , il et j1, . . . , jl−1 des entiers positifs ou nuls tels
que

ik > jk < ik+1, pour 0 < k < l .
À ces données, on associe le diagramme

Di1 Di2 Di3 · · · Dil−1 Dil

Dj1

σ

aa

τ

==

Dj2

σ

aa

τ

==

· · · · · · Djl−1

σ

dd

τ

;;

,

de∞-Cat, où on a noté σ et τ des itérations des∞-foncteurs du paragraphe 2.1.10. On
appellera somme globulaire la limite inductive d’un tel diagramme, limite inductive
qu’on notera simplement

Di1 ⨿Dj1
· · · ⨿Djl−1

Dil
.

Exemples 2.3.2. — Voici quelques exemples de sommes globulaires :
D1 ⨿D0 D1 ⨿D0 D1 = • // • // • // • ,

D2 ⨿D0 D2 = •
$$

::�� •
$$

::�� • ,

D1 ⨿D0 D2 ⨿D1 D2 = •
��
//
BB

��

��

• // • ,

D3 ⨿D0 D2 ⨿D1 D2 ⨿D1 D2 ⨿D0 D2 ⨿D1 D2 =

•
��
//
BB

��

��

•
��&&
88 EE

��

��

��

•
$$

::�� ��
*4 .•

2.3.3. — Par définition, la catégorie Θ est la sous-catégorie pleine de ∞-Cat dont
les objets sont les sommes globulaires.

On définit de même la catégorie Θ+ comme la sous-catégorie pleine de∞-Cat dont
les objets sont les sommes globulaires, ainsi que la ∞-catégorie vide.
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Proposition 2.3.4. — La catégorie Θ est dense dans ∞-Cat. Autrement dit, pour
toute ∞-catégorie C, le morphisme canonique

lim−→
S→C∈Θ/C

S → C

est un isomorphisme.

Démonstration. — C’est essentiellement formel avec la définition que l’on a choisie
de Θ. Avec la définition originale de Joyal, ça a été montré indépendamment par
Berger [8] et Makkai et Zawadowski [59].

Remarque 2.3.5. — Il en résulte que la catégorie Θ+ est également dense
dans ∞-Cat.

Proposition 2.3.6 (Steiner). — Pour tout objet S de Θ, le complexe dirigé aug-
menté λ(S) est un complexe de Steiner fort et le morphisme d’adjonction

S → ν(λ(S))

est un isomorphisme.

Démonstration. — Voir [71] ou [T7, proposition 4.13].

2.3.7. — Soit n ⩾ 0. Par définition, la catégorie Θn est l’intersection des sous-
catégorie pleine Θ et n-Cat de ∞-Cat. Ainsi, les objets de Θn sont les sommes glo-
bulaires qui font intervenir des disques de dimension au plus n. En particulier, la
catégorie Θ0 est la catégorie ponctuelle et Θ1 est canoniquement isomorphe à la ca-
tégorie ∆.

2.3.8. — La catégorie des ensembles cellulaires est la catégorie Θ̂ des préfaisceaux
sur Θ. De même, pour n ⩾ 0, la catégorie des ensembles n-cellulaires est la catégorie
des préfaisceaux sur Θn. Ainsi, un ensemble 1-cellulaire n’est autre qu’un ensemble
simplicial.





CHAPITRE 3

CONSTRUCTIONS ∞-CATÉGORIQUES :
PRODUIT DE GRAY, JOINT ET TRANCHES, COMMA

Le but de ce chapitre est de présenter quelques constructions fondamentales de
la théorie des ∞-catégories : le produit de Gray et ses adjoints, qui donnent les
transformations oplax et lax ; le joint ∞-catégorique et ses adjoints, les tranches ; la
construction comma ∞-catégorique.

La présentation que nous donnons du produit de Gray et de ses adjoints est issue de
l’appendice A de la monographie [T7], écrite avec Georges Maltsiniotis. Nous nous ba-
sons sur une définition due à Steiner. La notion de joint et des tranches∞-catégoriques
est l’objet principal de notre monographie et nous la suivons dans l’exposition de ces
notions. Enfin, notre présentation de la construction comma∞-catégorique est essen-
tiellement extraite de notre article [T6], également écrit avec Maltsiniotis.

3.1. Produit de Gray

Le produit de Gray est une version « lax » du produit cartésien. Il a été défini dans
le cas des 2-catégories par Gray [41]. Par exemple, si le produit cartésien ∆1×∆2 de

∆1 = 0 // 1

et de

∆2 = 0 // 1 // 2

est la 1-catégorie

(0, 0) //

��

=

(0, 1) //

��

=

(0, 2)

��

(1, 0) // (1, 1) // (1, 2)
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formée de carrés commutatifs, leur produit de Gray ∆1 ⊗∆2 est la 2-catégorie

(0, 0) //

��
��

(0, 1) //

��
��

(0, 2)

��

(1, 0) // (1, 1) // (1, 2)

formée de « 2-carrés ». (Il est à noter que chez Gray les 2-cellules vont dans le sens
opposé.) Le produit de Gray définit une structure de catégorie monoïdale (non symé-
trique) sur 2-Cat.

Un des intérêts du produit de Gray est qu’il permet d’encoder de manière agréable
les transformations oplax entre 2-foncteurs de A vers B comme des 2-foncteurs
(stricts) de D1⊗A vers B. Mieux, cette structure monoïdale est bifermée et son Hom
interne à droite Homoplax(A, B) est la 2-catégorie des 2-foncteurs stricts de A vers B,
transformations oplax entre eux et modifications. De même, le Hom interne à gauche
est lié aux transformations lax.

Le produit tensoriel de Gray a été généralisé aux ∞-catégories par Al-Agl et
Steiner [1]. Crans a donné deux définitions alternatives de cette généralisation et
en a mené une étude systématique [31], si bien que ce produit tensoriel est parfois
appelé produit tensoriel de Crans-Gray. Dans nos travaux, nous utilisons une autre
définition, également due à Steiner, basée sur sa théorie des complexes dirigés augmen-
tés [70], dont nous avons rappelé quelques éléments dans la section 2.2. La rédaction
que nous donnons ici est inspirée de l’appendice A de [T7], dans lequel nous justifions
que l’approche de Steiner est correcte.

L’idée de Steiner est de définir le produit tensoriel de deux complexes dirigés aug-
mentés, ce qui se fait de manière relativement évidente, pour ensuite l’étendre par
limites inductives aux ∞-catégories, en se servant de la densité du foncteur pleine-
ment fidèle de la catégorie Stf des complexes de Steiner forts vers ∞-Cat.

Commençons par définir le produit tensoriel des complexes dirigés augmentés.

3.1.1. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. Steiner définit leur pro-
duit tensoriel K ⊗ L de la manière suivante :

– le complexe de chaînes sous-jacent est le produit tensoriel des complexes de
chaînes sous-jacents :

(K ⊗ L)n =
⊕

i+j=n

Ki ⊗Kj

d(x⊗ y) = dx⊗ y + (−1)|x|x⊗ dy ,

où |x| désigne le degré de x et, par convention, la différentielle d’un élément de
degré 0 est nulle ;



3.1. PRODUIT DE GRAY 45

– l’augmentation est définie de la manière évidente :
K0 ⊗ L0 → Z

x⊗ y 7→ e(x)e(y) ;

– le monoïde de positivité (K ⊗ L)∗
n, pour n ⩾ 0, est défini par

(K ⊗ L)∗
n =

⊕
i+j=n

K∗
i ⊗K∗

j ,

c’est-à-dire comme l’ensemble des sommes de produits tensoriels de chaînes po-
sitives.

3.1.2. — Le produit tensoriel introduit au paragraphe précédent définit une struc-
ture de catégorie monoïdale sur Cda. Cette structure n’est pas symétrique. (La symé-
trie du produit tensoriel des complexes x ⊗ y 7→ (−1)|x||y|y ⊗ x ne respecte pas les
monoïdes de positivité.) L’unité est le complexe λ(D0).

Steiner montre que cette structure se restreint à la sous-catégorie pleine des com-
plexes de Steiner fort Stf (voir [70, exemple 3.10]). Autrement dit, si K et L sont des
complexes de Steiner forts, alors il en est de même de K⊗L. (Notons que l’unité λ(D0)
est bien un complexe de Steiner fort.) De plus, si BK est une base de K et BL est
une base de L, alors BK ⊗BL est une base de K ⊗ L.

Théorème 3.1.3 (Steiner, Ara-Maltsiniotis). — Il existe une unique structure
de catégorie monoïdale bifermée (c’est-à-dire admettant des Hom internes) sur∞-Cat,
à unique isomorphisme monoïdal près, faisant du foncteur

ν|Stf : Stf →∞-Cat ,

où Stf est muni du produit tensoriel, un foncteur monoïdal.

Démonstration. — C’est le contenu de [70, théorème 7.3]. Néanmoins, la preuve pré-
sentée par Steiner dans ce texte n’est pas complète. Celui-ci nous a assuré savoir
compléter sa preuve. Nous avons donné avec Maltsiniotis une preuve de ce résul-
tat dans [T7] (voir le théorème A.15). Notre preuve est basée sur une stratégie due à
Street [74]. On se ramène formellement, en utilisant un théorème « à la Day » [32, 33],
à montrer que, pour tous complexes de Steiner forts K et L, et toute ∞-catégorie C,
il existe des ∞-catégories Homoplax(ν(L), C) et Homlax(ν(K), C), et des bijections

Hom∞-Cat(ν(K)⊗ ν(L), C) ≃ Hom∞-Cat(ν(K), Homoplax(ν(L), C))
≃ Hom∞-Cat(ν(L), Homlax(ν(K), C))

naturelles en K, L et C. La construction de ces ∞-catégories (voir [T7, proposi-
tion A.13 et paragraphe A.14]) utilise de nouveaux résultats de commutation du
foncteur ν : Cda → ∞-Cat à certaines limites inductives de complexes de Steiner
forts, que nous développons dans la section 3 de [T7] (voir en particulier [T7, théo-
rème 3.8]).
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3.1.4. — On appellera produit de Gray le produit monoïdal sur ∞-Cat défini par le
théorème précédent. On le notera ⊗.

Par définition, si K et L sont deux complexes de Steiner forts, on a

ν(K)⊗ ν(L) ≃ ν(K ⊗ L) .

En particulier, en vertu de la proposition 2.3.6, si S et T sont dans Θ, on a

S ⊗ T ≃ ν(λ(S)⊗ λ(T )) .

Le produit de Gray étant bifermé, il commute aux limites inductives en chacun de ses
arguments et on en déduit par densité de la catégorie Θ dans ∞-Cat que, si C et D

sont deux ∞-catégories, alors on a un isomorphisme canonique

C ⊗D ≃ lim−→
S→C∈Θ/C
T →D∈Θ/D

S ⊗ T .

Par définition, l’unité du produit de Gray est la ∞-catégorie ν(λ(D0)), c’est-à-dire
la ∞-catégorie finale D0.

Proposition 3.1.5. — Les foncteurs

λ :∞-Cat → Cda et ν : Cda →∞-Cat

sont monoïdal et monoïdal lax respectivement, pour le produit tensoriel.

Démonstration. — L’assertion sur ν est conséquence formelle de celle sur λ par ad-
jonction. Quant à celle sur λ, elle résulte des formules du paragraphe précédent, de
la commutation du foncteur λ aux limites inductives, du théorème de Steiner (théo-
rème 2.2.15) et du fait que les complexes de Steiner forts sont stables par produit
tensoriel. Voir [T7, proposition A.19] pour plus de détails.

3.1.6. — Si C est une m-catégorie et D est une n-catégorie, on montre que C ⊗D

est une (m + n)-catégorie.
On vérifie que la (m + n)-catégorie Dm⊗Dn admet une unique (m + n)-cellule non

triviale. On appellera cette cellule la cellule principale de Dm ⊗Dn.

Proposition 3.1.7. — Si C et D sont des ∞-catégories, on a des isomorphismes
canoniques

(C ⊗D)op ≃ Dop ⊗ Cop, (C ⊗D)co ≃ Dco ⊗ Cco et donc (C ⊗D)◦ ≃ C◦ ⊗D◦ .

Démonstration. — Voir par exemple [T7, proposition A.22].
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3.2. Transformations

Un des intérêts du produit de Gray est qu’il permet de manipuler de manière
agréable les transformations oplax et lax, ainsi que leurs analogues supérieurs. Dans
cette section, nous allons définir les transformations oplax et lax en termes du produit
de Gray, et nous allons expliquer le lien avec la définition plus concrète de Métayer,
lien que nous avons établi dans l’appendice B de [T7]. Nous allons par ailleurs montrer
comment le foncteur ν de Steiner permet d’associer à une homotopie de complexes
dirigés augmentés une transformation oplax, selon nos résultats de [T7, section B.4].
Cette construction sera notre principal outil pour produire des transformations oplax,
chose que nous serons très souvent amené à faire.

3.2.1. — En vertu du théorème 3.1.3, le produit de Gray est bifermé. Cela signifie
précisément qu’il existe des foncteurs

Homoplax, Homlax :∞-Cat◦ ×∞-Cat →∞-Cat

et des bijections

Hom∞-Cat(A, Homoplax(B, C)) ≃ Hom∞-Cat(A⊗B, C) ≃ Hom∞-Cat(B, Homlax(A, C))

naturelles en A, B et C dans ∞-Cat.
Si C et D sont deux ∞-catégories, par adjonction, les i-cellules de Homoplax(C, D)

correspondent aux∞-foncteurs Di⊗C → D. En particulier, puisque D0 est l’unité du
produit de Gray, les objets correspondent aux∞-foncteurs C → D. Les 1-cellules, qui
correspondent aux ∞-foncteurs D1 ⊗ C → D, sont appelées transformations oplax.
Plus précisément, si u, v : C → D sont deux ∞-foncteurs de C vers D, une trans-
formation oplax α de u vers v est une 1-cellule de Homoplax(C, D) de source u et
de but v. On écrira alors parfois α : u ⇒ v. Explicitement, une telle transformation
correspond à un ∞-foncteur h : D1 ⊗ C → D rendant commutatif le diagramme

C

u

%%

{0}⊗C

��

D1 ⊗ C
h // D

C

v

99

{1}⊗C

OO

.

Plus généralement, pour i ⩾ 1, on appelle i-transformations oplax les i-cellules de
Homoplax(C, D).

De même, les objets de Homlax(C, D) s’identifient aux∞-foncteurs de C vers D et
on obtient une notion de i-transformation lax en remplaçant Homoplax par Homlax. En
particulier, les transformations lax, c’est-à-dire les 1-transformations lax, s’identifient
aux ∞-foncteurs C ⊗D1 → D.



48 CHAPITRE 3. CONSTRUCTIONS ∞-CATÉGORIQUES

3.2.2. — Soient C et D deux ∞-catégories. La structure de ∞-catégorie sur
Homoplax(C, D) et la fonctorialité en C et D de cette ∞-catégorie fournissent des
opérations sur les transformations oplax.

Ainsi, si u : C → D est un ∞-foncteur, on dispose d’une transformation oplax
identité 1u : u⇒ u.

Si α : u ⇒ v est une transformation oplax entre ∞-foncteurs de C vers D et si
s : B → C est un ∞-foncteur, on dispose d’une transformation oplax α ∗ s : us⇒ vs.
De même, si t : D → E est un ∞-foncteur, on a une transformation oplax
t ∗ α : tu⇒ tv.

Enfin, si β : v ⇒ w est une seconde transformation oplax entre ∞-foncteurs de C

vers D, on dispose d’une transformation oplax βα : u⇒ w.
Évidemment, toutes ces opérations admettent des analogues pour les transforma-

tions lax.

3.2.3. — Soient u, v : C → D deux∞-foncteurs et soit α : u⇒ v une transformation
oplax donnée par un∞-foncteur h : D1⊗C → D. À toute i-cellule x de C, on associe
une (i + 1)-cellule αx de D en composant les ∞-foncteurs

Di+1 // D1 ⊗Di
D1⊗x

// D1 ⊗ C
h // D ,

où le ∞-foncteur de gauche correspond à la cellule principale de D1 ⊗Di.
On peut montrer que la donnée de la correspondance x 7→ αx, où x varie parmi les

cellules de C, détermine complètement α. Mieux, on peut définir les transformations
oplax en termes de ces αx :

Proposition 3.2.4 (Ara-Maltsiniotis). — Soient u, v : C → D deux∞-foncteurs.
La donnée d’une transformation oplax de u vers v correspond à la donnée, pour tout
i ⩾ 0 et toute i-cellule x de C, d’une (i + 1)-cellule

αx : αti−1(x) ∗i−1 · · · ∗1 αt0(x) ∗0 u(x) −→ v(x) ∗0 αs0(x) ∗1 · · · ∗i−1 αsi−1(x)

de D satisfaisant aux axiomes suivants :
– pour tout i ⩾ 0 et toute i-cellule x de C, on a

α1x
= 1αx

;

– pour tous i > j ⩾ 0 et tout couple x, y de i-cellules j-composables de C, on a

αx∗jy =
(
v(tj+1(x)) ∗0 αs0(y) ∗1 · · · ∗j−1 αsj−1(y) ∗j αy

)
∗j+1

(
αx ∗j αtj−1(x) ∗j−1 · · · ∗1 αt0(x) ∗0 u(sj+1(y))

)
.

Démonstration. — Voir [T7, corollaire B.2.6].
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Remarque 3.2.5. — Si α est une transformation oplax comme dans l’énoncé de la
proposition, alors, si x est un objet de C, on dispose d’une 1-cellule

u(x)

αx

��

v(x)

de D ; si x est une 1-cellule de C, on dispose d’une 2-cellule

u(s0(x))

αs0(x)

��

u(x)
// u(t0(x))

αt0(x)

��

v(s0(x))
v(x)

// v(t0(x))

αx

u}

de D ; si x est une 2-cellule de C, on dispose d’une 3-cellule

u(s0(x))
u(s1(x))

,,

u(t1(x))
22

αs0(x)

��

u(x) �� u(t0(x))

αt0(x)

��

v(s0(x))
v(s1(x))

,,

v(t1(x))
22

v(x) �� v(t0(x))

αs1(x)

��
αt1(x)lt

αxTc

de D de source αt1(x) ∗1 (αt0(x) ∗0 u(x)) et de but (v(x) ∗0 αs0(x)) ∗1 αs1(x) ; etc.

Remarque 3.2.6. — Les formules ci-dessus apparaissent déjà dans le travail de
Métayer [62] mais sans lien avec le produit de Gray.

Proposition 3.2.7. — Si C et D sont des ∞-catégories, on a des isomorphismes
canoniques

Homoplax(C, D)op ≃ Homlax(Cop, Dop) ,
Homoplax(C, D)co ≃ Homlax(Cco, Dco) ,
Homoplax(C, D)◦ ≃ Homoplax(C◦, D◦) .

En particulier, si u, v : C → D sont deux ∞-foncteurs, les données

u⇒
o

v, vop ⇒
l

uop, uco ⇒
l

vco, v◦ ⇒
o

u◦ ,

où ⇒
o

désigne une transformation oplax et ⇒
l

une transformation lax, sont équiva-
lentes.

Démonstration. — Voir par exemple [T7, proposition A.23].
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Notre principal outil pour produire des transformations oplax sera la théorie de
Steiner. En effet, nous allons voir que les homotopies entre complexes dirigés aug-
mentés induisent des transformations oplax entre les ∞-catégories associées.

3.2.8. — Soient f, g : K → L deux morphismes de complexes dirigés augmentés.
Une homotopie h de f vers g est un morphisme des complexes dirigés augmentés

h : λ(D1)⊗K → L

rendant commutatif le diagramme

K

u

&&

{0}⊗K

��

λ(D1)⊗K
h // L

K

v

88

{1}⊗K

OO

.

Explicitement, se donner une telle homotopie revient à se donner une homotopie des
complexes de chaînes sous-jacents respectant les monoïdes de positivité, c’est-à-dire
des morphismes de groupes abéliens

hi : Ki → Li+1 ,

pour i ⩾ 0, satisfaisant aux conditions suivantes :
– pour tout i ⩾ 0, on a

di+1hi + hi−1di = gi − fi ,

en convenant que h−1 = 0 et d0 = 0 (en particulier, pour i = 0, on a
d1h0 = g0 − f0) ;

– pour tout i ⩾ 0, on a
hi(K∗

i ) ⊂ L∗
i+1 .

De même, une antihomotopie k de f vers g est un morphisme

k : K ⊗ λ(D1)→ L

rendant commutatif le diagramme

K

u

&&

K⊗{0}
��

K ⊗ λ(D1) k // L

K

v

88

K⊗{1}

OO

,
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ce qui correspond à la donnée de morphismes de groupes abéliens

ki : Ki → Li+1 ,

pour i ⩾ 0, satisfaisant aux conditions suivantes :
– pour tout i ⩾ 0, on a

di+1ki − ki−1di = (−1)i(gi − fi) ,

en convenant toujours que k−1 = 0 et d0 = 0 (en particulier, pour i = 0, on a
d1k0 = g0 − f0) ;

– pour tout i ⩾ 0, on a
ki(K∗

i ) ⊂ L∗
i+1 .

Proposition 3.2.9. — Soient f, g : K → L deux morphismes de complexes dirigés
augmentés.

(a) Si h est une homotopie de f vers g, alors

D1 ⊗ ν(K) m // ν(λ(D1)⊗K)
ν(h)
// ν(L) ,

où m est la contrainte de monoïdalité de ν, est une transformation oplax de ν(f)
vers ν(g).

(b) Si k est une antihomotopie de f vers g, alors

ν(K)⊗D1
m // ν(K ⊗ λ(D1))

ν(p)
// ν(L) ,

où m est toujours la contrainte de monoïdalité de ν, est une transformation lax
de ν(f) vers ν(g).

Démonstration. — C’est immédiat.

Remarque 3.2.10. — Steiner a montré que la structure de catégorie monoïdale
définie par le produit tensoriel sur les complexes dirigés augmentés est bifermée. Les
1-chaînes du Hom interne à droite (resp. à gauche) sont exactement les homotopies
(resp. les antihomotopies). Plus généralement, les i-chaînes, pour i ⩾ 1, sont appe-
lées i-homotopies (resp. i-antihomotopies) et on peut montrer qu’une i-homotopie
(resp. une i-antihomotopie) induit une i-transformation oplax (resp. une i-transfor-
mation lax). On renvoie notamment à [T7, section B.4] pour plus de détails sur cette
question.

3.3. Joint

Dans cette section, nous donnons un résumé de la théorie du joint ∞-catégorique,
sujet de notre monographie [T7], que nous avons introduit, avec Maltsiniotis, dans
le but d’étudier les tranches ∞-catégoriques, apparaissant notamment dans les théo-
rèmes A et B de Quillen.
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Commençons par rappeler la théorie du joint et des tranches dans la cadre catégo-
rique usuel.

3.3.1. — Si C est une catégorie et c est un objet de C, on dispose de deux catégories
tranches : la tranche au-dessus C/c, dont les objets sont les couples (d, f : d → c),
et la tranche au-dessous c\C, dont les objets sont les couples (d, f : c → d). Dans
les deux cas, les morphismes sont les morphismes de C faisant commuter le triangle
évident.

Ces tranches ont une description explicite simple. Néanmoins, comme l’a observé
Joyal dans son travail sur les quasi-catégories [52], afin de généraliser les tranches à
des dimensions supérieures, il est utile de les penser en termes d’une autre opération :
le joint.

3.3.2. — Si C et D sont deux catégories, on définit une catégorie C ⋆c D, qu’on
appelle leur joint catégorique, de la manière suivante :

– on pose
Ob(C ⋆c D) = Ob(C)

∐
Ob(D) ;

– si x et y sont deux objets de C ⋆c D, on pose

HomC⋆cD(x, y) =


HomC(x, y) si x et y sont dans Ob(C),
HomD(x, y) si x et y sont dans Ob(D),
{∗} si x est dans Ob(C) et y dans Ob(D),
∅ si x est dans Ob(D) et y dans Ob(C) ;

– la composition et les identités sont définies de la manière évidente.
Par exemple, lorsque D est le catégorie finale D0, la catégorie C⋆cD0 est la catégorie

obtenue à partir de C en ajoutant librement un objet final. On en déduit par récurrence
que ∆m ⋆c ∆n ≃ ∆m+n pour m, n ⩾ 0.

3.3.3. — Le joint catégorique définit une structure de catégorie monoïdale (non
symétrique) sur Cat d’unité la catégorie vide ∅. Cette structure n’est pas bifermée.
En effet, si A est une catégorie, le foncteur

Cat → Cat
B 7→ A ⋆ B

envoie l’objet initial ∅ de Cat sur A ⋆ ∅ ≃ A et n’admet donc pas d’adjoint à droite
si A est non vide. Néanmoins, le foncteur

Cat → A\Cat

B 7→ (A ⋆ B, A
ι1−→ A ⋆ B) ,
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où ι1 désigne l’inclusion canonique, admet lui un adjoint à droite. On obtient donc
un foncteur

A\Cat → Cat

(C, A
u−→ C) 7→ u\C

et une bijection naturelle

HomA\Cat((A ⋆c B, ι1), (C, u)) ≃ HomCat(B, u\C) .

Par adjonction, les objets de u\C correspondent aux foncteurs A ⋆c D0 → C faisant
commuter le triangle

A ⋆c D0 // C

A

ι1

OO

u

;;

,
c’est-à-dire aux cônes inductifs sur u. On vérifie de même que les morphismes sont
les morphismes de cônes inductifs en un sens évident. Lorsque A = D0, le foncteur
u : A→ C correspond à un objet c de C et la catégorie u\C s’identifie à la tranche au-
dessous c\C. Ainsi, dans le cas général, la catégorie u\C est une tranche au-dessous
en un sens généralisé.

De même, si on fixe la catégorie B, le foncteur
Cat → B\Cat

A 7→ (A ⋆ B, B
ι2−→ A ⋆ B) ,

où ι2 désigne l’inclusion canonique, admet un adjoint à droite et on obtient donc un
foncteur

B\Cat → Cat

(C, B
v−→ C) 7→ C/v

et une bijection naturelle

HomB\Cat((A ⋆c B, ι2), (C, v)) ≃ HomCat(A, C/v) .

Remarque 3.3.4. — Soit C une catégorie monoïdale de produit monoïdal ⊗ dont
l’unité est l’objet initial ∅ de C. Si X et Y sont deux objets de C, on définit des
morphismes

X
ι1−→ X ⊗ Y

ι2←− Y

en composant
X ≃ X ⊗∅ X⊗∅Y−−−−→ X ⊗ Y

∅X ⊗Y←−−−− ∅⊗ Y ≃ Y ,
où, si Z est un objet, ∅Z désigne l’unique morphisme ∅ → Z. On peut ainsi définir
des foncteurs

C → X\C

Y 7→ (X ⊗ Y, X
ι1−→ X ⊗ Y )

et
C → Y \C

X 7→ (X ⊗ Y, Y
ι2−→ X ⊗ Y ) ,
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où on a fixé l’objet X pour le premier foncteur et l’objet Y pour le second. On
dit que la structure de catégorie monoïdale est localement bifermée si ces foncteurs
admettent des adjoints à droite. (On renvoie à [T7, section 5] pour plus de détails
sur cette notion que nous avons introduite avec Maltsiniotis.) Ainsi, le paragraphe
précédent affirme que le joint catégorique définit une structure de catégorie monoïdale
localement bifermée.

Notre but est maintenant de généraliser les constructions du joint et des tranches au
cadre∞-catégorique. Nous commençons par définir le joint, les tranches s’en déduisant
par adjonction. Pour construire le joint, nous procédons comme pour le produit de
Gray : nous le définissons pour les complexes dirigés augmentés, puis nous l’étendons
par densité aux ∞-catégories.

3.3.5. — Soient K et L deux complexes dirigés augmentés. On définit leur joint
K ⋆ L de la manière suivante :

– pour tout n ⩾ 0, on pose

(K ⋆ L)n =
⊕

i+1+j=n,
i⩾−1, j⩾−1

Ki ⊗ Lj ,

où par convention K−1 = Z et L−1 = Z de sorte qu’on a

(K ⋆ L)0 = K0 ⊗ Z⊕ Z⊗ L0 ≃ K0 ⊕ L0 ;

si x est dans Ki et y est dans Lj , on notera x ⋆ y l’élément correspondant
de (K ⋆L)i+1+j ; par ailleurs, on notera ∅ le générateur positif de Z de sorte que
si x est dans K0 et y est dans L0, on a des éléments x⋆∅ et ∅⋆y dans (K ⋆L)0 ;

– si x est dans Ki et y est dans Lj , avec i ⩾ −1, j ⩾ −1 et i + 1 + j ⩾ 0, on pose

d(x ⋆ y) = dx ⋆ y + (−1)i+1x ⋆ dy ,

où, par convention, si z est de degré 0, alors dz = e(z)∅, et d(∅) = 0 ;
– l’augmentation est définie par

e(x ⋆ ∅) = e(x) et e(∅ ⋆ y) = e(y)

pour x dans K0 et y dans L0 ;
– le monoïde de positivité (K ⋆ L)∗

n, pour n ⩾ 0, est défini par

(K ⋆ L)∗
n =

⊕
i+1+j=n,

i⩾−1, j⩾−1

K∗
i ⊗ L∗

j .

On vérifie qu’on obtient bien ainsi un complexe dirigé augmenté.

Remarque 3.3.6. — On peut définir le joint K ⋆ L de manière plus conceptuelle en
fonction du produit tensoriel comme

K ⋆ L = Σ−1(ΣK ⊗ ΣL) ,
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où Σ est une opération de suspension. On renvoie le lecteur à [T7, paragraphe 6.5]
pour une telle définition.

3.3.7. — On vérifie que le joint définit une structure de catégorie monoïdale (non
symétrique) sur Cda. L’unité est λ(∅), unique complexe dirigé augmenté de complexe
sous-jacent le complexe nul. Notons que ce complexe est de Steiner fort.

Proposition 3.3.8 (Ara-Maltsiniotis). — Si K est un complexe de Steiner fort
de base BK et L est un complexe de Steiner fort de base BL, alors K ⋆ L est un
complexe de Steiner fort de base

BK ⋆ BL = {x ⋆ ∅ | x ∈ BK} ∪ {x ⋆ y | x ∈ BK , y ∈ BL} ∪ {∅ ⋆ y | y ∈ BL} .

En particulier, le joint induit une structure de catégorie monoïdale sur Stf .

Démonstration. — Voir [T7, corollaire 6.21].

Théorème 3.3.9 (Ara-Maltsiniotis). — Il existe une unique structure de caté-
gorie monoïdale localement bifermée (voir la remarque 3.3.4) sur ∞-Cat, à unique
isomorphisme monoïdal près, faisant du foncteur

ν|Stf : Stf →∞-Cat ,

où Stf est muni du joint, un foncteur monoïdal.

Démonstration. — C’est [T7, théorème 6.29]. Pour démontrer ce résultat, on procède
ainsi. On généralise un résultat classique de Day des catégories monoïdales bifermées
aux catégories monoïdales localement bifermées [T7, théorème 5.13]. En utilisant
ce résultat, on se ramène à montrer que, si K et L sont des complexes de Steiner
forts et C une ∞-catégorie, alors pour tout ∞-foncteur u : ν(K) → C, il existe une
∞-catégorie u\C et une bijection

Homν(K)\∞-Cat((ν(K ⋆ L), ν(ι1)), (C, u)) ≃ Hom∞-Cat(ν(L), u\C) ,

naturelle en L et u, et, pour tout ∞-foncteur v : ν(L) → C, il existe une ∞-caté-
gorie C

co
/ v et une bijection

Homν(L)\∞-Cat((ν(K ⋆ L), ν(ι2)), (C, v)) ≃ Hom∞-Cat(ν(K), C
co
/ v) ,

naturelle en K et v. Pour produire les ∞-catégories u\C et C
co
/ v (voir [T7, pro-

position 6.27 et remarque 6.28]), on utilise un nouveau résultat de commutation du
foncteur ν : Cda → ∞-Cat à certaines limites inductives de complexes de Steiner
forts [T7, théorème 3.8].

3.3.10. — On appellera joint le produit monoïdal sur ∞-Cat défini par le théorème
précédent et on le notera ⋆.

Par définition, si K et L sont deux complexes de Steiner forts, on a

ν(K) ⋆ ν(L) ≃ ν(K ⋆ L) .
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En particulier, si S et T sont dans Θ+, on a

S ⋆ T ≃ ν(λ(S) ⋆ λ(T )) .

Le joint étant localement bifermé, il commute aux limites inductives connexes en
chacun de ses arguments et on en déduit par densité de la catégorie Θ+ dans ∞-Cat
que, si C et D sont deux ∞-catégories, alors on a un isomorphisme canonique

C ⋆ D ≃ lim−→
S→C∈Θ+/C
T →D∈Θ+/D

S ⋆ T .

(La raison pour laquelle on utilise la catégorie Θ+ plutôt que la catégorie Θ est que
les limites inductives canoniques associées à Θ+ sont connexes, autrement dit, que
si C est une ∞-catégorie, alors la catégorie Θ+/C est connexe.)

Par définition, l’unité du joint est la∞-catégorie νλ(∅), c’est-à-dire la∞-catégorie
vide ∅.

Si C et D sont deux ∞-catégories, on notera

C
ι1−→ C ⋆ D

ι2←− D

les ∞-foncteurs obtenus en composant

C ≃ C ⋆ ∅ C⋆∅D−−−−→ C ⋆ D
∅C ⋆D←−−−− ∅ ⋆ D ≃ D .

La proposition suivante permet de se faire une intuition géométrique de ce qu’est
le joint de deux ∞-catégories :

Proposition 3.3.11. — Soient C et D deux ∞-catégories. Alors C ⋆ D est canoni-
quement isomorphe à

C ⨿C⊗{0}⊗D (C ⊗D1 ⊗D)⨿C⊗{1}⊗D D ,

limite inductive du diagramme

C C ⊗D1 ⊗D D

C ⊗ {0} ⊗D

88bb

C ⊗ {1} ⊗D

ff ;;

,

où les ∞-foncteurs de but C et D sont les « projections », et ceux de but C ⊗D1⊗D

les inclusions.

Démonstration. — Ce résultat ne se trouve pas dans la littérature. Il se démontre par
un argument standard : par des propriétés de densité et de commutation aux limites
inductives connexes, on se ramène au cas où A et B proviennent de complexes de
Steiner forts ; ce cas se traite alors par un calcul explicite dans les complexes dirigés
augmentés et en utilisant des propriétés de commutation du foncteur ν : Cda →∞-Cat
à certaines sommes amalgamées établies dans la section 3 de [T7].
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Corollaire 3.3.12. — Soit C une ∞-catégorie. Alors D0 ⋆ C est canoniquement
isomorphe à

D0 ⨿{0}⊗C D1 ⊗ C .

Démonstration. — C’est un cas particulier de la proposition précédente. Voir égale-
ment [T7, corollaire B.5.6] pour une preuve indépendante de cette proposition.

Exemples 3.3.13. — Le corollaire précédent justifie l’intuition suivante : si C est
une∞-catégorie, la∞-catégorie D0 ⋆C est obtenue à partir de C en ajoutant un objet
initial en un sens oplax. Par exemple, on a

D0 ⋆ D0 = • // • = D1 , D0 ⋆ D1 =

•

��

•

99

$$ • ,

CK

D0 ⋆ D2 =

•

�� ��

+3
•

99

%% • .

LT
4<
^l

On verra qu’en itérant cette construction, on obtient les orientaux de Street. Par
exemple, on a

D1 ⋆ D1 = D0 ⋆ D0 ⋆ D0 ⋆ D0 =
• //

�� ��

• • //

��

•

• // •

OO

• //

??

• .

OO

*4
�#{�

����

Proposition 3.3.14. — Si C et D sont des ∞-catégories, on a un isomorphisme
canonique

(C ⋆ D)op ≃ Dop ⋆ Cop .

Démonstration. — Voir [T7, proposition 6.35].

Remarque 3.3.15. — On ne dispose d’un isomorphisme analogue pour aucune des
autres dualités non triviales de∞-Cat. En particulier, on n’a pas (C⋆D)co ≃ Dco⋆Cco.

3.4. Tranches

Dans cette section, on introduit les tranches∞-catégoriques en termes d’adjoints à
droite relatifs au joint. Une des subtilités de cette théorie dans le cadre∞-catégorique
est l’existence de variantes des tranches induites par les dualités. On se concentre
ensuite sur le cas des tranches au-dessous d’un objet, cas dans lequel on donne une
description concrète.
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3.4.1. — Le fait que le joint ∞-catégorique soit localement bifermé signifie exacte-
ment que les foncteurs

∞-Cat → A\∞-Cat

B 7→ (A ⋆ B, A
ι1−→ A ⋆ B)

et
∞-Cat → B\∞-Cat

A 7→ (A ⋆ B, B
ι2−→ A ⋆ B) ,

où on a fixé une ∞-catégorie A pour le premier foncteur et une ∞-catégorie B pour
le second, admettent des adjoints à droite. On obtient donc des couples de foncteurs
adjoints

∞-Cat → A\∞-Cat
B 7→ (A ⋆ B, ι1)

⊣
A\∞-Cat →∞-Cat

(C, A
u−→ C) 7→ u\C

et
∞-Cat → B\∞-Cat,

A 7→ (A ⋆ B, ι2)
⊣

B\∞-Cat →∞-Cat

(C, B
v−→ C) 7→ C

co
/ v .

Ainsi, si C est une ∞-catégorie et u : A→ C et v : B → C sont des ∞-foncteurs, on
a des bijections naturelles

HomA\∞-Cat((A ⋆ B, ι1), (C, u)) ≃ Hom∞-Cat(B, u\C) ,

HomB\∞-Cat((A ⋆ B, ι2), (C, v)) ≃ Hom∞-Cat(A, C
co
/ v) .

On appelle u\C la tranche de C au-dessous de u. La tranche de C au-dessus de v est
la ∞-catégorie

C/v = (v◦\C◦)◦ .
De même, on notera

u
co
\C = (C◦

/u◦)◦ .
On a des bijections naturelles

HomB\∞-Cat(((B◦ ⋆ A◦)◦, ι′
2), (C, v)) ≃ Hom∞-Cat(A, C/v) ,

HomA\∞-Cat(((B◦ ⋆ A◦)◦, ι′
1), (C, u)) ≃ Hom∞-Cat(B, u

co
\C) ,

où ι′
1 et ι′

2 sont les ∞-foncteurs évidents.

Remarque 3.4.2. — On verra (voir la remarque 5.3.6) que les ∞-catégories u\C
et C/v admettent respectivement un objet initial et un objet final en un sens oplax.
Ainsi, moralement, ce sont des tranches oplax. Au contraire, les ∞-catégories u

co
\C et

C
co
/ v admettent respectivement un objet initial et un objet final en un sens lax. Ce

sont donc moralement des tranches lax.

3.4.3. — Soient C une ∞-catégorie et u : A → C un ∞-foncteur. Par adjonction,
les i-cellules de u\C correspondent aux ∞-foncteurs

A ⋆ Di → C
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faisant commuter le triangle
A ⋆ Di

// C

A

ι1

OO

u

<<

.
En particulier, les objets correspondent à des ∞-foncteurs

A ⋆ D0 → C

faisant commuter le triangle
A ⋆ D0 // C

A

ι1

OO

u

;;

.
On peut penser à ces objets comme à des cônes inductifs sur u. De même, on peut
penser aux objets de C/u comme à des cônes projectifs sur u.

Proposition 3.4.4. — Si C est une ∞-catégorie et u : A → C est un ∞-foncteur,
on a des isomorphismes canoniques

(u\C)op ≃ Cop co
/ uop ,

(u\C)co ≃ uco
co
\Cco ,

(u\C)◦ ≃ C◦
/u◦ .

Démonstration. — Voir [T7, proposition 6.36 et paragraphe 6.37].

Nous allons maintenant décrire explicitement les tranches au-dessous d’un objet.

3.4.5. — Soient C une∞-catégorie et c un objet de C. On peut considérer c comme
un ∞-foncteur D0 → C et on obtient donc des tranches

c\C , C/c , C
co
/ c , c

co
\C .

Proposition 3.4.6. — Soient C une ∞-catégorie et c un objet de C. Pour i ⩾ 0,
les i-cellules de c\C sont en bijection canonique avec l’ensemble des couples (d, α),
où d est une i-cellule de C et α est une famille de cellules αε

k de C, pour 0 ⩽ k ⩽ i

et ε = 0, 1, avec α0
i = α1

i ,
αε

0 : c→ dε
0, 1-cellule,

αε
k : α1

k−1 → dε
k ∗0 α0

0 ∗1 · · · ∗k−1 α0
k−1, (k + 1)-cellule, pour 0 < k ⩽ i,

où on a posé

dε
k =

{
sk(d) si ε = 0,
tk(d) si ε = 1.

Démonstration. — Cela résulte de la description explicite du joint D0 ⋆ Di qu’on
obtient par la théorie de Steiner, voir [T7, proposition 9.6].
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Remarque 3.4.7. — On peut décrire les opérations de la∞-catégorie c\C en termes
de la description des cellules de la proposition précédente. Voir [T7, proposition 9.15].

Remarque 3.4.8. — Voici une représentation graphique des i-cellules de c\C, pour
i = 0, 1, 2 :

c

α0

��

d ,

c

α0
0

��

α1
0

��

d0
0 d

// d1
0 ,

α1
t|

c

α0
0

��

α1
0

��

d0
0 d0

1
((

d1
1

66d�� d1
0 .

α0
1

�

α1

1jr
α2R_

On en déduit par dualité une représentation graphique de ces mêmes cellules pour C/c,

d

α0

��
c ,

d0
0

d //

α0
0

��

d1
0

α1
0

��
c

α1
t|

,

d0
0

d0
1

((
d1

1 66

α0
0

��

d�� d1
0

α1
0

��
c

�
α0
1

jr
α1

1

α2bn

,

pour c
co
\C,

c

α0

��

d ,

c

α0
0

��

α1
0

��

d0
0 d

// d1
0 ,

α1 4<

c

α0
0

��

α1
0

��

d0
0 d0

1
((

d1
1

66d�� d1
0 ,

α0
1*2

α1
1

BJα2��

et pour C
co
/ c,

d

α0

��
c ,

d0
0

d //

α0
0

��

d1
0

α1
0

��
c

α1 4<

,

d0
0

d0
1

((
d1

1 66

α0
0

��

d�� d1
0

α1
0

��
c

α0
1

*2

α1
1

BJα2".

.

Remarque 3.4.9. — En particulier, si C est une 1-catégorie, les tranches ∞-caté-
goriques coïncident avec les tranches catégoriques usuelles (dans ce cas, on a
c\C = c

co
\C et C/c = C

co
/ c). De plus, lorsque C est une 2-catégorie, on retrouve les

tranches 2-catégoriques déjà étudiées dans la littérature, notamment par Cegarra [17]
et Chiche [21].

Les théorèmes A et B de Quillen, déjà dans leur version 1-catégorique, font inter-
venir des tranches relatives :
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3.4.10. — Fixons u : A → B un ∞-foncteur. Pour tout ∞-foncteur b : T → B, on
définit la tranche b\A relative à u au-dessous de b par le produit fibré

b\A = b\B ×B A ,

les deux ∞-foncteurs apparaissant dans le produit fibré étant le ∞-foncteur d’oubli
b\B → B et u. On définit de même les tranches A/b, b

co
\A et A

co
/ b.

3.5. Fonctorialités des tranches et ∞-catégories de Gray

Les tranches ∞-catégoriques vérifient des propriétés de fonctorialité subtiles qui
s’expriment en termes de ∞-catégories de Gray. L’appendice C de notre monogra-
phie [T7] énonce de très générales conjectures de fonctorialité. Une grande partie
de cette monographie est consacrée à la démonstration de cas particuliers de ces
conjectures, cas particuliers qui interviennent dans une de nos preuves de la version
∞-catégorique du théorème A de Quillen.

3.5.1. — Fixons A une ∞-catégorie. Par définition, la construction tranche donne
lieu à un foncteur

A\∞-Cat →∞-Cat

(C, A
u−→ C) 7→ u\C .

Cela signifie que pour tout triangle commutatif

A

u

��

u′

��

C // C ′

de ∞-Cat, on dispose d’un ∞-foncteur u\C → u′\C ′. Dans [T7, appendice C], on
conjecture que cette fonctorialité s’étend en des fonctorialités

A

u

��

u′

��

C // C ′

α
s{

7→ u\C // u′\C ′

A

u

��

u′

��

C
))
55�� C ′

��
jr
R^ 7→ u\C

))

55�� u′\C ′

· · ·
où les 2-cellules sont des transformations lax et la 3-cellule une 2-transformation lax.
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Nous allons préciser ces conjectures de fonctorialité en introduisant le vocabulaire
des ∞-catégories de Gray.

3.5.2. — Nous appelons ∞-catégorie de Gray une ∞-catégorie enrichie dans ∞-Cat
munie du produit de Gray. Pour des raisons formelles, les ∞-catégories, ∞-foncteurs,
transformations oplax, 2-transformations oplax, etc. forment naturellement une
∞-catégorie de Gray qu’on notera ∞-Catoplax. Si A et B sont deux ∞-catégories,
on a

Hom∞-Catoplax
(A, B) = Homoplax(A, B) .

Les ∞-catégories, ∞-foncteurs, transformations lax, 2-transformations lax, etc. ne
forment pas une∞-catégorie de Gray mais une∞-catégorie de Gray gauche∞-Catlax,
c’est-à-dire une∞-catégorie enrichie dans∞-Cat munie du produit de Gray transposé
(A, B) 7→ B ⊗A.

On appelle∞-foncteur de Gray et∞-foncteur de Gray gauche les foncteurs enrichis
correspondants.

Si C est une ∞-catégorie de Gray, on obtient une ∞-catégorie de Gray gauche C◦

(et réciproquement) en « inversant les sens des flèches » et en particulier en posant

HomC◦(x, y) = HomC(y, x) .

Nous pouvons maintenant formuler notre première conjecture de fonctorialité :

Conjecture 3.5.3 ([T7, conjecture C.27.(e)]). — Soit A une ∞-catégorie. Le fonc-
teur

A\∞-Cat →∞-Cat

(C, A
u−→ C) 7→ u\C

s’étend en un ∞-foncteur de Gray gauche

A\∞-Catlax →∞-Catlax ,

où A\∞-Catlax est une∞-catégorie de Gray gauche tranche dont on conjecture l’exis-
tence.

3.5.4. — La conjecture précédente traite de la fonctorialité en C de l’opération
tranche (C, A

u−→ C) 7→ u\C. Cette construction est également fonctorielle en A. En
effet, on montre, en utilisant la propriété universelle des tranches, que si

A //

u

��

A′

u′

��

C
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est un triangle commutatif de ∞-Cat, alors on dispose d’un ∞-foncteur canonique
u′\C → u\C, et on obtient ainsi un foncteur

(∞-Cat/C)◦ →∞-Cat

(A, A
u−→ C) 7→ u\C .

Dans [T7, appendice C], on conjecture que cette fonctorialité s’étend en des foncto-
rialités

A //

u

��

A′

u′

��

C

3; 7→ u′\C // u\C

A
))
55

u

��

�� A′

u′

��

C

*2
AI!- 7→ u′\C

((

66

KS
u\C

· · ·
où les 2-cellules à gauche du signe 7→ sont des transformations lax, la 3-cellule est une
2-transformation lax et la 2-cellule à droite du signe 7→ est une transformation oplax.

Plus précisément :

Conjecture 3.5.5 ([T7, conjecture C.27.(f)]). — Soit C une ∞-catégorie. Le fonc-
teur

(∞-Cat/C)◦ →∞-Cat

(A, A
u−→ C) 7→ u\C

s’étend en un ∞-foncteur de Gray

(∞-Catlax
co
/ C)◦ →∞-Catoplax ,

où∞-Catlax
co
/ C est une∞-catégorie de Gray gauche tranche dont on conjecture l’exis-

tence.

3.5.6. — Dans [T7, chapitre 11], nous démontrons, avec Maltsiniotis, quelques cas
particuliers de ces fonctorialités en basse dimension sous des hypothèses techniques
faisant intervenir la notion de complexe de Steiner fort, ainsi que celle d’inclusion
rigide ordonnée que nous n’avons pas exposée dans ce texte.

Ces résultats partiels suffisent à obtenir l’application qui a motivé nos conjectures
générales et qui est un des points clés de notre preuve ∞-catégorique du théorème A,
application que nous énonçons ici en utilisant des notations et des termes qui seront
introduits plus loin : la structure de rétracte par transformation lax sur 0 : D0 → On
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induit, pour toute ∞-catégorie C et tout ∞-foncteur c : On → C, une structure de
rétracte par transformation oplax sur la section canonique du∞-foncteur c\C → c0\C
(voir la preuve du théorème 6.1.1).

3.6. Construction comma

Dans cette section, nous introduisons la théorie de la construction comma ∞-caté-
gorique, telle que nous l’avons développée avec Maltsiniotis dans la section 6 de [T6].
Cette construction, qui généralise la construction catégorique standard et la construc-
tion 2-catégorique de Gray, a été définie dans le but de démontrer que le théorème A
∞-catégorique pour les triangles strictement commutatifs entraîne un énoncé analogue
pour les triangles commutant à une transformation près.

Commençons par rappeler la situation catégorique usuelle.

3.6.1. — Si
A

u // C B
voo

est un diagramme de foncteurs, on rappelle qu’on définit la catégorie comma u ↓ v de
la manière suivante : les objets de u ↓ v sont les triplets (a, k, b), où a est un objet
de A, b un objet de B et k : ua → vb un morphisme de C, les morphismes étant
définis de la manière évidente. On dispose d’un « 2-carré »

u ↓ v
p1

||

p2

""
A

u
""

κ +3 B

v
||

C ,

où p1 et p2 sont les projections et κ est la transformation naturelle (a, k, b) 7→ k. Ce
2-carré est universel en un sens évident et caractérise la catégorie comma u ↓ v.

Proposition 3.6.2. — Soit

A
u // C B

voo

un diagramme de ∞-foncteurs. Il existe une unique ∞-catégorie u ↓ v, à unique
isomorphisme près, munie d’un 2-carré

u ↓ v
p1

||

p2

""
A

u
""

κ +3 B

v
||

C ,
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où κ est une transformation oplax, qui soit universel au sens où, pour toute
∞-catégorie T munie d’un 2-carré

T
a

��

b

  

A

u ��

λ +3 B

v��

C ,

il existe un unique ∞-foncteur (a, λ, b) : T → u ↓ v factorisant ce 2-carré (c’est-à-dire
tel que p1(a, λ, b) = a, p2(a, λ, b) = b et κ ∗ (a, λ, b) = λ).

Démonstration. — L’unicité est immédiate. Pour l’existence, on pose

u ↓ v = A×C Homlax(D1, C)×C B ,

limite projective du diagramme

A
u // C Homlax(D1, C)π0oo

π1 // C B ,voo

où π0 = Homlax(σ, C) et π1 = Homlax(τ, C). On vérifie alors facilement la propriété
universelle.

3.6.3. — Si A
u // C B

voo sont deux ∞-foncteurs, on appellera ∞-catégorie
comma associée à u et v la ∞-catégorie u ↓ v de la proposition précédente. Comme
on l’a vu dans la démonstration de cette proposition, on a

u ↓ v = A×C Homlax(D1, C)×C B .

Une i-cellule de u ↓ v est donc donnée par une i-cellule x de A, une i-cellule y de B

et un « i-cylindre » de ua vers vb. Pour i = 0, 1, 2, on peut représenter ce i-cylindre
de la manière suivante :

ua // vb ,

ua

uf

��

// vb

vg

��

ua′ // vb′ ,

9A

ua

uf

��

uf ′

��

uα +3

// vb

vg

��

vg′

��

vβ +3

ua′ // vb′ ,

CK

)1
MW

où suivant la dimension on a noté a, f ou α la cellule x, et b, g ou β la cellule y.
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3.6.4. — La ∞-catégorie comma que l’on vient de définir est une comma oplax. En
remplaçant la transformation oplax par une transformation lax dans l’énoncé de la
proposition 3.6.2, on obtient une autre∞-catégorie : la∞-catégorie comma lax u ↓′ v

associée à u et v. Explicitement, on a

u ↓′ v = A×C Homoplax(D1, C)×C B .

Proposition 3.6.5. — Soit A
u // C B

voo des ∞-foncteurs. On a des iso-
morphismes canoniques naturels

(u ↓ v)op ≃ vop ↓′ uop , (u ↓ v)co ≃ uco ↓′ vco , (u ↓ v)◦ ≃ v◦ ↓ u◦ .

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de l’effet des dualités sur les trans-
formations (proposition 3.2.7).

Les∞-catégories comma généralisent les tranches relatives au-dessus ou au-dessous
d’un objet :

Proposition 3.6.6. — Soit u : A → B un ∞-foncteur et soit b un objet de B. On
a des isomorphismes canoniques

b\A ≃ b ↓ u , A/b ≃ u ↓ b , b
co
\A ≃ b ↓′ u , A

co
/ b ≃ u ↓′ b .

Démonstration. — Cela résulte du corollaire 3.3.12. Pour plus de détails, voir [T6,
proposition 7.1].

Plus généralement, les ∞-catégories comma généralisent les tranches généralisées
relatives :

Proposition 3.6.7. — Soient u : A → B et b : T → B des ∞-foncteurs. Alors
la tranche b\A est canoniquement isomorphe à la ∞-catégorie comma associée au
diagramme

D0
b // Homlax(T, B) A ,ιuoo

où ι : B → Homlax(T, B) est le ∞-foncteur induit par T → D0 (et l’isomorphisme
B ≃ Homlax(D0, B)).

Démonstration. — Ce résultat ne se trouve pas dans la littérature. On se ramène
immédiatement au cas non relatif, c’est-à-dire où A = B et u est l’identité. Dans ce
cas, on montre que la∞-catégorie comma vérifie la propriété universelle de la tranche
en utilisant la description du joint donnée par la proposition 3.3.11.

3.6.8. — La construction comma est fonctorielle au sens suivant. Si

A

f

��

u

''

B
v

ww
g

��

C

A′ u′

77

B′v′

ggα
@H

β

��
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est un diagramme dans ∞-Cat, où les 2-cellules sont des transformations oplax, alors
on obtient un ∞-foncteur

(f, α) ↓ (β, g) : u ↓ v → u′ ↓ v′ .

Ce ∞-foncteur se définit par le lemme Yoneda en associant à un diagramme

T
a

��

b

  

A

u ��

λ +3 B

v~~

C

le diagramme composé
T

a

ww

b

''
A

f

��

u

''

B
v

ww
g

��

λ +3

C

A′ u′

77

B′ .v′

ggα
@H

β

��

On notera plus simplement (f, α) ↓ B ou A ↓ (β, g), si un des deux 2-triangles en jeu
est trivial (au sens où f et α, ou g et β, sont des identités).

Proposition 3.6.9. — La correspondance

A
u // C B

voo 7→ u ↓ v

A

f

��

u

''

B
v

ww
g

��

C

A′ u′

77

B′v′

ggα
@H

β

��
7→ (f, α) ↓ (β, g) : u ↓ v → u′ ↓ v′

définit un foncteur à valeurs dans ∞-Cat.

Démonstration. — Cela résulte de calculs simples (il faut bien sûr commencer par
définir la catégorie source), voir [T6, proposition 6.8].

Voici notre principal résultat sur la construction comma (dans une forme impré-
cise) :

Théorème 3.6.10. — La correspondance précédente s’étend en un sesquifoncteur
de but la catégorie ∞-Cat munie des transformations oplax.

Démonstration. — On renvoie à [T6, théorème B.2.6] pour un énoncé précis et sa
démonstration.
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Une des raisons pour lesquelles nous avons introduit les ∞-catégories comma
est qu’elles permettent de définir une factorisation de type mapping space pour les
∞-foncteurs :

Proposition 3.6.11. — Tout ∞-foncteur u : A→ B se factorise en

A
j
// B ↓ u

p1 // B ,

où j désigne le ∞-foncteur induit par le diagramme de carrés cartésiens

A

j

��

u // B

ι

��

B ↓ u //

p2

��

Homlax(D1, B)

π1

��

A
u

// B .

Démonstration. — C’est immédiat, voir [T2, paragraphe 2.16].

Remarque 3.6.12. — On verra plus loin (proposition 5.3.10) que le∞-foncteur j de
l’énoncé précédent est en un certain sens un rétracte par déformation ∞-catégorique.

Remarque 3.6.13. — On dispose de trois autres factorisations analogues utilisant
respectivement u ↓ B, B ↓′ u et u ↓′ B.



CHAPITRE 4

NERFS ∞-CATÉGORIQUES

Nous avons défini la notion d’équivalence de Thomason dans Cat à partir du fonc-
teur nerf. Ainsi, pour définir une notion d’équivalence de Thomason entre n-catégories,
on a besoin d’un foncteur nerf de source n-Cat. Or il existe de multiples tels fonc-
teurs, et notamment le nerf de Street, le nerf cellulaire et le nerf multisimplicial. Ces
foncteurs nerf définissent trois notions d’équivalence faible sur n-Cat qui pourraient a
priori être différentes.

Le but de ce chapitre est de présenter nos résultats de comparaison de nerfs éta-
blis avec Maltsiniotis dans l’article [T8]. On y démontre que les trois foncteurs nerf
mentionnés ci-dessus sont équivalents en un sens adéquat et, en particulier, qu’ils défi-
nissent une unique notion d’équivalence de Thomason, qu’on étudiera dans le prochain
chapitre.

4.1. Nerf de Street

Le but de cette section est de définir le nerf de Street N : ∞-Cat → ∆̂, introduit
par Street dans [72]. C’est le nerf le plus délicat à définir parmi les trois nerfs que nous
considérerons. Sa définition est basée sur les « orientaux », l’oriental On étant une
n-catégorie qui est en un certain sens engendrée librement par les faces du n-simplexe
standard. Dans cette section, nous allons définir les orientaux en utilisant le joint et
donner quelques-unes de leurs propriétés en utilisant la théorie de Steiner.

4.1.1. — L’objet D0 étant un objet final de la catégorie ∞-Cat, il est muni d’une
unique structure de monoïde dans la catégorie monoïdale ∞-Cat munie du joint
∞-catégorique. Ainsi, en vertu de la propriété universelle de la catégorie ∆+ (c’est-à-
dire du fait que ∆+, munie du produit monoïdal (∆m, ∆n) 7→ ∆m ⋆c ∆n = ∆m+1+n

et du monoïde donné par l’objet final ∆0, est la catégorie monoïdale universelle munie
d’un monoïde), il existe un unique foncteur monoïdal

O+ : ∆+ →∞-Cat
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qui envoie ∆0 sur D0. Pour n ⩾ −1, on notera

On = O+(∆n) .

C’est le n-ième oriental de Street. Explicitement, on a

On = D0 ⋆ · · · ⋆ D0 ,

où D0 apparaît n + 1 fois. En particulier, O−1 = ∅. On notera

O : ∆→∞-Cat

la restriction de O+ à ∆. C’est l’objet cosimplicial de Street.

Nous allons maintenant décrire plus concrètement les orientaux en utilisant la
théorie de Steiner.

4.1.2. — Puisqu’on a D0 ≃ ν(λ(D0)) et que λ(D0) est un complexe de Steiner fort,
on a

On ≃ ν(λ(D0) ⋆ · · · ⋆ λ(D0)) .

Or, il est facile de décrire explicitement le complexe dirigé augmenté λ(D0)⋆· · ·⋆λ(D0) :
– une base du Z-module des k-chaînes est donnée par l’ensemble

Bk = {(i0, . . . , ik) | 0 ⩽ i0 < · · · < ik ⩽ n} ;

– si k ⩾ 1, la différentielle est donnée sur les éléments de la base par

d(i0, . . . , ik) =
k∑

l=0
(−1)l(i0, . . . , îl, . . . , ik) ,

où (i0, . . . , îl, . . . , ik) = (i0, . . . , il−1, il+1, . . . , ik) ;
– l’augmentation est donnée sur le base par

e(i0) = 1 ;

– les monoïdes de positivité sont les monoïdes engendrés librement par les Bk.
Ainsi, ce complexe dirigé augmenté λ(D0) ⋆ · · · ⋆ λ(D0) est canoniquement isomorphe
au complexe c∆n de l’exemple 2.2.2. On a donc

On ≃ νc(∆n) .

Notons que puisque c(∆n) s’obtient comme un joint itéré du complexe de Steiner
fort λ(D0), il est également de Steiner fort.

Ainsi, en vertu des résultats de Steiner, la ∞-catégorie On est la n-catégorie libre-
ment engendrée au sens des polygraphes par les

⟨(i0, . . . , ik)⟩, 0 ⩽ i0 < · · · < ik ⩽ n .
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Voici une représentation graphique des premiers orientaux :

O0 = D0 = {0} , O1 = D1 = 0 // 1 , O2 =

2

0 //

@@

1

OO

�"
,

O3 =

0 //

�� ��

3 0 //

��

3

1 // 2

OO

1 //

@@

2

OO

*4
�"|�

���� .

4.1.3. — Il résulte de la description de l’oriental On donnée au paragraphe précédent
que son 1-tronqué bête est la catégorie dont les objets sont les entiers 0, . . . , n et dont
les morphismes sont engendrés librement par des morphismes ⟨i, j⟩ : i → j, pour
0 ⩽ i < j ⩽ n. De plus, pour tous 0 ⩽ i < j < k ⩽ n, le triangle associé est
commutatif à une 2-cellule ⟨i, j, k⟩ près. Ainsi, le 1-tronqué intelligent de On est

τ i
1(On) = ∆n .

On renvoie au paragraphe 8.1.7 pour une description des 2-cellules de On et de ces
3-cellules génératrices.

4.1.4. — L’objet cosimplicial de Street O : ∆ → ∞-Cat induit un couple de fonc-
teurs adjoints

c∞ : ∆̂→∞-Cat ⊣ N :∞-Cat → ∆̂ .

L’adjoint à droite

N :∞-Cat → ∆̂

s’appelle le nerf de Street. Explicitement, si C est une ∞-catégorie et n ⩾ 0, on a

(NC)n = Hom∞-Cat(On, C) .

Ainsi, un n-simplexe de NC est un diagramme de la forme du n-ième oriental dans C.
En particulier, pour 0 ⩽ n ⩽ 3, on a

(NC)0 = C0 = {c0} , (NC)1 = C1 =
{

c0
c01 // c1

}
,

(NC)2 =


c2

c0 c01
//

c02
>>

c1

c12

OO

c012
�$

 ,
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(NC)3 =


c0

c03 //

c01

��   

c3 c0
c03 //

c01

��

c3

c1 c12
// c2

c23

OO

c1 c12
//

>>

c2

c23

OO

c0123*4

c123 �$c012z�

c013
��

c023
��


.

4.1.5. — Soit n ⩾ 0. En composant le nerf de Street avec le foncteur d’inclusion
n-Cat ↪→∞-Cat, on obtient un foncteur

Nn : n-Cat → ∆̂ ,

qu’on appellera le nerf de Street n-catégorique. Par adjonction, ce foncteur nerf est
induit par l’objet cosimplicial

∆ O−→∞-Cat τ i
n−→ n-Cat .

Ainsi, en vertu du paragraphe 4.1.3, le foncteur N1 n’est autre que le nerf usuel, ce
qui justifie de noter N le nerf de Street.

4.2. Nerf cellulaire

Dans cette section, nous définissons le nerf cellulaire NΘ : ∞-Cat → Θ̂, introduit
par Batanin et Street [7] et étudié notamment par Berger [8].

4.2.1. — Le foncteur d’inclusion Θ ↪→∞-Cat induit une adjonction

cΘ : Θ̂→∞-Cat ⊣ NΘ :∞-Cat → Θ̂ .

L’adjoint à droite
NΘ :∞-Cat → Θ̂

s’appelle le nerf cellulaire. Explicitement, si C est une ∞-catégorie et S est un objet
de Θ, on a

(NΘC)S = Hom∞-Cat(S, C).
Ainsi, un élément de (NΘC)S est un diagramme globulaire de la forme S dans C. Par
exemple, si

S = •
��
//
EE

��

��

• // • ,

on a

(NΘC)S =

 c

f

��g
//

h

EE

α��

β��

d
i // e

 .
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Proposition 4.2.2. — Le nerf cellulaire NΘ :∞-Cat → Θ̂ est pleinement fidèle.

Démonstration. — C’est une reformulation de la proposition 2.3.4.

4.2.3. — De même, pour tout n ⩾ 0, le foncteur d’inclusion Θn ↪→ n-Cat induit un
foncteur nerf n-cellulaire

NΘn : n-Cat → Θ̂n

qui est également pleinement fidèle. Il est immédiat que si C est une n-catégorie, alors
on a

NΘn
(C) = ι∗NΘ(C) ,

où ι∗ : Θ̂→ Θ̂n désigne le foncteur de restriction de long de l’inclusion ι : Θn ↪→ Θ.

4.3. Nerf multisimplicial

Dans cette section, nous introduisons le nerf n-simplicial N∆n : n-Cat → ∆̂n, où
n est fini. Celui-ci peut se déduire du nerf cellulaire par l’intermédiaire d’un foncteur
canonique ∆n → Θn.

Fixons un entier n ⩾ 0.

4.3.1. — Rappelons qu’un ensemble n-simplicial est un préfaisceau sur la catégo-
rie ∆n. On parlera parfois d’ensemble multisimplicial pour ne pas avoir à expliciter
la valeur de n. On notera δ : ∆ → ∆n le foncteur diagonal. Celui-ci induit par
précomposition un foncteur

δ∗ : ∆̂n → ∆̂

des ensembles n-simpliciaux vers les ensembles simpliciaux. On appellera équivalence
faible diagonale n-simpliciale un morphisme d’ensembles n-simpliciaux f tel que δ∗f

soit une équivalence faible simpliciale.

4.3.2. — On définit un foncteur mn : ∆n → Θn par récurrence sur n ⩾ 0 de la
manière suivante :

– si n = 0, ce foncteur est l’identité ;
– si n > 0, on pose

mn(∆k1 , . . . , ∆kn) =


D0 si k1 = 0,
S si k1 = 1,
S ⨿D0 · · · ⨿D0 S si k1 ⩾ 2,

où
S = Σ(mn−1(∆k2 , . . . , ∆kn

)) ,
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Σ étant l’opération définie au paragraphe 2.1.15, et où la somme amalgamée
itérée du dernier cas est la limite inductive dans ∞-Cat du diagramme

S S S · · · S S

D0
σ

``

τ

>>

D0
σ

``

τ

>>

· · · · · · D0
σ

``

τ

>>

,

S apparaissant k1 fois. On vérifie que cette ∞-catégorie est bien dans Θn.
Par exemple, pour n = 2, on a

m2(∆p, ∆q) =

p︷ ︸︸ ︷
•

��&&
88 EE

��
...

��

• . . . •
��&&
88 EE

��
...

��

•

q .

4.3.3. — Le nerf n-simplicial est le foncteur nerf associé au foncteur

∆n mn−−→ Θn ↪→ n-Cat .

Autrement dit, le nerf n-simplicial est le foncteur

N∆n : n-Cat → ∆̂n

qui, à toute n-catégorie C, associe l’ensemble n-simplicial N∆n(C) dont l’ensemble
des (k1, . . . , kn)-simplexes est

N∆n(C)k1,...,kn = Homn-Cat(mn(∆k1 , . . . , ∆kn), C) .

Ainsi, si C est une 2-catégorie, on a

N∆2(C)p.q =


c0

f1,0

��

f1,1

$$

f1,q−1 99

f1,q

EE

α1,1��
...

α1,q

��

c1 . . . cp−1

fp,0

��

fp,1

%%

fp,q−1 99

fp,q

DD

αp,1��
...

αp,q

��

cp


.

Notons que pour n = 1 on retrouve le nerf usuel.

4.4. Généralités sur les comparaisons de nerfs

Dans cette section, nous présentons des idées de Grothendieck, ou inspirées de
Grothendieck, sur, d’une part, ce que signifie comparer deux foncteurs nerf et, d’autre
part, des conditions suffisantes pour que deux foncteurs nerf soient les mêmes à ho-
motopie près en un sens adéquat. On revoie à [T8, section 4] pour plus de détails.
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4.4.1. — SoitM une catégorie (on pourra penser àM = n-Cat), et soient i : A→M
et j : B → M deux foncteurs de source des petites catégories A et B. Considérons
les deux foncteurs « nerf » associés :

Ni :M→ Â

X 7→ (a 7→ HomM(i(a), X)) ,
Nj :M→ B̂

X 7→ (b 7→ HomM(j(b), X)) .

Que signifie comparer ces foncteurs nerf ?
Rappelons (voir la remarque 1.1.9) que si C est une petite catégorie, on dispose du

foncteur catégorie des éléments

iC : Ĉ → Cat
F 7→ C/F ,

et qu’en le composant avec le foncteur de localisation p : Cat → Hot, on obtient donc
un foncteur

kC : Ĉ → Hot

associant à tout préfaisceau sur C un type d’homotopie.
Comparer les foncteurs nerf Ni et Nj , c’est montrer que les foncteurs composés

M Ni−−→ Â
kA−−→ Hot et M Nj−−→ B̂

kB−−→ Hot

sont isomorphes. En pratique, on produira un zigzag de transformations naturelles
entre

M Ni−−→ Â
iA−→ Cat et M Nj−−→ B̂

iB−→ Cat

qui sont des équivalences de Thomason argument par argument.
Une telle comparaison entraîne que les « équivalences faibles » définies par les

deux foncteurs coïncident, au sens où si f est un morphisme de M, alors le mor-
phisme kANi(f) est un isomorphisme si et seulement si il en est de même du mor-
phisme kBNj(f).

On verra que sous des hypothèses peu restrictives, l’existence d’un isomorphisme
entre kANi et kBNj , l’existence d’un zigzag d’équivalences de Thomason argument
par argument entre iANi et iBNj , et le fait que Ni et Nj définissent les mêmes
équivalences faibles sont des conditions équivalentes.

Nous allons maintenant exposer deux critères de comparaison de nerfs, issus de la
théorie de l’homotopie de Grothendieck [43]. Commençons par un préliminaire lié à
la notion de foncteur asphérique (voir le paragraphe 1.2.6).

4.4.2. — Rappelons qu’un préfaisceau F sur une petite catégorie A est dit asphérique
si la catégorie A/F des éléments de F est asphérique, c’est-à-dire si son nerf est un
ensemble simplicial faiblement contractile, et qu’un foncteur u : A→ B entre petites
catégories est asphérique si pour tout objet b de B, la catégorie A/b est asphérique.
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4.4.3. — Soit u : A → B un foncteur entre petites catégories. Notons u∗ : B̂ → Â

le foncteur d’image inverse par u, c’est-à-dire de précomposition par u. Pour tout
préfaisceau F sur B, on dispose d’un foncteur

A/u∗(F )→ B/F

(a, f) 7→ (u(a), f) ,

où f est vu tantôt comme un morphisme f : a→ u∗(F ), tantôt comme un morphisme
f : u(a) → F , ces deux morphismes correspondant en vertu du lemme de Yoneda
à un élément de F (u(a)). Ce foncteur est naturel en F et on dispose donc d’une
transformation naturelle

B̂
u∗

//

iB   

Â

iA~~

Cat

λu
qy

.

Proposition 4.4.4 (Grothendieck). — Un foncteur u : A → B entre petites
catégories est asphérique si et seulement si la transformation naturelle λu est une
équivalence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — C’est l’équivalence entre (a) et (c) de [60, proposition 1.2.9].

Nous pouvons maintenant énoncer les critères de comparaison de foncteurs nerf.

Proposition 4.4.5 (Grothendieck). — Soit

A

i
��

u // B

j
��

M

un triangle commutatif de foncteurs, où A et B sont des petites catégories. Si u est
asphérique, alors les foncteurs composés

M Ni−−→ Â
kA−−→ Hot et M Nj−−→ B̂

kB−−→ Hot

sont isomorphes. Plus précisément, la transformation naturelle λu induit une trans-
formation naturelle entre

M Ni−−→ Â
iA−→ Cat et M Nj−−→ B̂

iB−→ Cat

qui est une équivalence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — Cela résulte facilement de la proposition précédente, voir [T8,
proposition 4.12].
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Théorème 4.4.6 (Grothendieck). — Soient i : A → M et j : B → M deux
foncteurs de source une petite catégorie. On suppose que pour tout objet a de A et tout
objet b de B, les préfaisceaux Nii(a) et Njj(b) sont asphériques. Alors les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) pour tout objet a de A et tout objet b de B, les préfaisceaux Nji(a) et Nij(b)
sont asphériques ;

(b) les foncteurs composés

M Ni−−→ Â
kA−−→ Hot et M Nj−−→ B̂

kB−−→ Hot

sont isomorphes ;
(c) il existe un zigzag de transformations naturelles de la forme

iANi ⇒ • ⇐ iBNj

qui sont des équivalences de Thomason argument par argument ;
et elles entraînent la condition suivante :

(d) les foncteurs nerf Ni et Nj définissent les mêmes équivalences faibles sur M au
sens où, pour tout morphisme f de M, le morphisme kANi(f) est un isomor-
phisme si et seulement si kBNj(f) en est un.

De plus, si A et B sont asphériques et M possède un objet final, alors ces quatre
conditions sont équivalentes.

Démonstration. — Voir [T8, proposition 4.13 et corollaire 4.14].

4.5. Comparaison des nerfs n-catégoriques

Dans cette section, nous présentons nos résultats de comparaison de nerfs n-caté-
goriques, résultats principaux de [T8]

Nous commençons par la comparaison la plus simple, celle du nerf n-simplicial et
du nerf n-cellulaire. Par définition, le foncteur induisant le nerf n-simplicial s’obtient
à partir de celui induisant le nerf n-cellulaire par précomposition par le foncteur

mn : ∆n → Θn

(voir le paragraphe 4.3.2). Ainsi, en vertu d’un des résultats généraux de comparaison
de nerfs de la section précédente, il suffit de montrer que ce foncteur est asphérique.

Proposition 4.5.1. — Pour tout n ⩾ 0, le foncteur

mn : ∆n → Θn

est asphérique.

Démonstration. — C’est [T8, corollaire 5.5]. Le résultat se prouve par récurrence
sur n en utilisant la description de Θn comme produit en couronne au sens de
Berger [9] de ∆ et Θn−1, c’est-à-dire l’isomorphisme Θn ≃∆ ≀Θn−1. On prouve plus
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généralement que si C est une petite catégorie totalement asphérique (c’est-à-dire
asphérique et telle que si c et c′ sont deux préfaisceaux représentables, alors C/c× c′

est asphérique), alors le foncteur canonique ∆ × C → ∆ ≀ C est asphérique. Le fait,
non trivial, que Θn est totalement asphérique a été obtenu par Cisinski et Maltsiniotis
[27, exemples 5.8].

Théorème 4.5.2. — Pour tout n ⩾ 0, le nerf n-simplicial et le nerf n-cellulaire
sont équivalents au sens où les foncteurs composés

n-Cat N∆n
// ∆̂n

k∆n
// Hot et n-Cat

NΘn // Θ̂n

kΘn // Hot

sont isomorphes. Plus précisément, la transformation naturelle

λmn : i∆nN∆n ⇒ iΘnNΘn

(voir le paragraphe 4.4.3) est une équivalence de Thomason argument par argument.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente, en vertu de la proposi-
tion 4.4.5.

Passons maintenant à la comparaison du nerf n-simplicial et du nerf de Street
n-catégorique. C’est de très loin la comparaison la plus difficile à obtenir. On va
procéder par récurrence en décomposant le nerf n-cellulaire en n étapes successives.
Dans ce but, on introduit une construction S :

4.5.3. — Si C est une ∞-catégorie, on notera SC l’objet simplicial dans ∞-Cat
défini par

∆op →∞-Cat

∆p 7→ SpC =
∐

c0,...,cp∈Ob(C)

HomC(c0, c1)× · · · × HomC(cp−1, cp) .

Si C est une ∞-catégorie, en itérant cette construction, on obtient un objet n-sim-
plicial SnC dans ∞-Cat. Explicitement, on a

(∆n)◦ →∞-Cat
(∆p1 , . . . , ∆pn) 7→ Spn · · ·Sp1C .

Il résulte de la formule définissant SpC que si C est une n-catégorie, alors Spn
· · ·Sp1C

est un ensemble et on obtient donc un foncteur
n-Cat → ∆̂n

C 7→ SnC .
Notons que, lorsque n = 1, ce foncteur n’est autre que le nerf usuel.

Proposition 4.5.4. — Si C est une n-catégorie, alors SnC est canoniquement iso-
morphe au nerf n-simplicial N∆n(C) de C.

Démonstration. — Voir [T8, proposition 3.9].
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Proposition 4.5.5. — Pour toute∞-catégorie C, il existe un zigzag de morphismes
d’ensembles bisimpliciaux de la forme

NC −→ • ←− NSC ,

où NC est vu comme un ensemble bisimplicial constant en la seconde variable, natu-
rels en C, qui sont des équivalences faibles diagonales.

Démonstration. — Ce résultat est le cœur technique des théorèmes de comparaison
de nerfs n-catégoriques et nécessite l’introduction de plusieurs outils. Il est obtenu
en interprétant la construction S en termes d’un Hom interne pour un certain pro-
duit tensoriel (non associatif) de ∞-catégories, noté ⊘, introduit pour l’occasion :
SpC ≃ Hom⊘(∆p, C). L’ensemble bisimplicial XC au milieu du zigzag est alors défini
par

Xp,qC = Hom∞-Cat(Op ⊘Oq, C) .
Le résultat utilise de manière cruciale des compatibilités de Hom⊘ aux transformations
lax et oplax, ainsi que le fait qu’une transformation lax ou oplax d’un ∞-foncteur u

vers un∞-foncteur v induit une homotopie simpliciale de Nu vers Nv, résultat obtenu
avec Maltsiniotis dans [T6, appendice A] que nous présenterons dans la section 5.2 de
ce texte. On utilise par ailleurs le classique lemme bisimplicial affirmant qu’un mor-
phisme d’ensembles bisimpliciaux qui est une équivalence faible simpliciale argument
par argument dans une direction est une équivalence faible diagonale.

Théorème 4.5.6. — Pour tout n ⩾ 0, le nerf de Street n-catégorique et le nerf
n-simplicial sont équivalents au sens où les foncteurs composés

n-Cat ∆̂ HotNn k∆ et n-Cat ∆̂n HotN∆n k∆n

sont isomorphes. Plus précisément, il existe un zigzag de transformations naturelles
de la forme

i∆Nn ⇒ • ⇐ i∆nN∆n

qui sont des équivalences de Thomason argument par argument.

Démonstration. — Voir [T8, théorème 3.16 et remarque 4.17]. Le résultat se déduit
de la proposition précédente, par une récurrence s’appuyant sur le lemme bisimplicial,
en invoquant le théorème 4.4.6.

Remarque 4.5.7. — On peut également comparer ces deux nerfs de la manière
suivante : les foncteurs

n-Cat ∆̂Nn et n-Cat ∆̂n ∆̂N∆n δ∗

sont faiblement équivalents, au sens où il existe un zigzag de transformations natu-
relles entre ceux-ci qui sont des équivalences faibles simpliciales argument par argu-
ment. Cela résulte du théorème précédent mais c’est en fait sous cette forme qu’est
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obtenu la comparaison du nerf de Street et du nerf multisimplicial dans [T8] (voir le
théorème 3.16).

Remarque 4.5.8. — Le cas n = 2 du théorème précédent est du à Bullejos et
Cegarra [14] et le cas n = 3 à Cegarra et Heredia [18].

Corollaire 4.5.9. — Pour tout n ⩾ 0, le nerf de Street n-catégorique, le nerf n-sim-
plicial et le nerf n-cellulaire définissent tous les trois les mêmes équivalences de n-caté-
gories, au sens où si u : A→ B est un n-foncteur, alors un des morphismes

k∆Nnu , kΘn
NΘn

u , k∆nN∆nu

est un isomorphisme si et seulement si les autres le sont.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des deux théorèmes de compa-
raison de nerfs précédents.

Remarque 4.5.10. — Quillen a montré que si f est un morphisme d’ensembles sim-
pliciaux, alors f est une équivalence d’homotopie faible si et seulement si k∆f est un
isomorphisme (voir [50, chapitre VI, théorème 3.3.(ii)] pour une rédaction d’Illusie).
Ainsi, k∆Nu est un isomorphisme si et seulement si Nu est une équivalence faible
simpliciale. De même, il résulte de l’asphéricité du foncteur diagonal δ : ∆ → ∆n

qu’un morphisme f d’ensembles n-simpliciaux est une équivalence faible diagonale si
et seulement si k∆nf est un isomorphisme. Ainsi, k∆nN∆nu est un isomorphisme si
et seulement si N∆nu est une équivalence faible diagonale.

Par transitivité, nous avons comparé le nerf n-cellulaire et le nerf de Street n-caté-
gorique pour n fini. La comparaison de ces nerfs dans le cas ∞ s’en déduit.

Théorème 4.5.11. — Le nerf de Street et le nerf cellulaire sont équivalents au sens
où les foncteurs composés

∞-Cat N−→ ∆̂ k∆−−→ Hot et ∞-Cat NΘ−−→ Θ̂ kΘ−−→ Hot

sont isomorphes. Plus précisément, il existe un zigzag de transformations naturelles
de la forme

i∆N ⇒ • ⇐ iΘNΘ

qui sont des équivalences de Thomason argument par argument.

Démonstration. — C’est [T8, théorème 5.8]. Le résultat se déduit du cas fini en
utilisant le théorème 4.4.6 et le fait, non trivial, que le nerf de Street d’un oriental est
faiblement contractile (voir la proposition 5.3.9).

Corollaire 4.5.12. — Le nerf de Street et le nerf cellulaire définissent les mêmes
équivalences faibles de ∞-catégories, au sens où si u : A → B est un ∞-foncteur,
alors k∆Nu est un isomorphisme si et seulement si il en est de même de kΘNΘu.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du théorème précédent.



CHAPITRE 5

ÉQUIVALENCES DE THOMASON

Nous avons établi au chapitre précédent que les principaux foncteurs nerf pour
les n-catégories ou les ∞-catégories définissent les mêmes équivalences faibles. On
appellera « équivalences de Thomason » les équivalences définies par ces nerfs. La
théorie de l’homotopie de ∞-Cat est l’étude de ∞-Cat munie de la classe de ces
équivalences de Thomason.

Dans ce chapitre, on étudie les premières propriétés des équivalences de Thomason.
Par exemple, on démontre que la classe des équivalences de Thomason est stable par
toutes les dualités de ∞-Cat [T8, section 6]. On montre par ailleurs que les trans-
formations oplax induisent des homotopies simpliciales sur les nerfs de Street [T6,
appendice A], ce qui nous permet de définir une notion de rétracte par transforma-
tion oplax qui se réalise en un rétracte par déformation simplicial sur les nerfs de
Street. On fournit plusieurs exemples de tels rétractes par transformation provenant
de nos articles [T2, T6, T4]. On en déduit en particulier que le nerf de Street d’un
oriental est faiblement contractile, et de même pour le nerf de Street d’une tranche au-
dessous ou au-dessus d’un objet. Enfin, on expose un résultat fondamental démontré
par mon étudiant Andrea Gagna [39], analogue∞-catégorique du théorème d’Illusie-
Quillen : la localisation de ∞-Cat par les équivalences de Thomason est équivalente à
la catégorie Hot des types d’homotopie. Ce théorème justifie l’idée que la théorie de
l’homotopie de ∞-Cat est l’étude des types d’homotopie, sous un aspect nouveau.

5.1. Définition et premières propriétés

Dans cette section, nous définissons les équivalences de Thomason et nous dé-
montrons deux de leurs propriétés non triviales qui résultent de la comparaison des
différents nerfs [T8].

5.1.1. — Soit u : A → B un ∞-foncteur. On dit que u est une équivalence de
Thomason si son nerf de Street Nu : NA → NB est une équivalence d’homotopie
faible simpliciale.



82 CHAPITRE 5. ÉQUIVALENCES DE THOMASON

On dira qu’une ∞-catégorie C est asphérique si le ∞-foncteur C → D0 est une
équivalence de Thomason, ce qui revient à dire que son nerf de Street est un ensemble
simplicial faiblement contractile.

Remarque 5.1.2. — Puisque le nerf de Street restreint aux 1-catégories coïncide
avec le nerf usuel, les deux notions d’équivalence de Thomason coïncident sur Cat.

Remarque 5.1.3. — En vertu du corollaire 4.5.12, on peut également définir les
équivalences de Thomason en utilisant le nerf cellulaire. Autrement dit, un∞-foncteur
u : A → B est une équivalence de Thomason si et seulement si kΘNΘu est un iso-
morphisme. De même, si A et B sont des n-catégories, alors u est une équivalence de
Thomason si et seulement si δ∗N∆nu est une équivalence d’homotopie faible simpli-
ciale (voir le corollaire 4.5.9 et la remarque 4.5.10).

Théorème 5.1.4. — Soit u : A→ B un∞-foncteur. Pour toute partie J de N ∖ {0},
le ∞-foncteur u est une équivalence de Thomason si et seulement si son dual DJ(u)
(voir paragraphe 2.1.13) en est une.

Démonstration. — On déduit de la stabilité de la catégorie Θ de Joyal par la dua-
lité DJ que kΘNΘu est un isomorphisme si et seulement si kΘNΘDJ(u) en est un. Le
théorème résulte alors de la comparaison du nerf de Street et du nerf cellulaire. Voir
[T8, théorème 6.6] pour plus de détails.

Remarque 5.1.5. — Si l’on définit les équivalences de Thomason en utilisant le nerf
de Street, comme on l’a fait, on ne sait pas démontrer le résultat précédent autrement
qu’en comparant le nerf de Street au nerf cellulaire. La seule dualité pour laquelle on
dispose d’un argument plus simple est le dual impair. En effet, ce cas résulte du fait
que, si A est une ∞-catégorie, on a un isomorphisme canonique naturel

N(Aop) ≃ N(A)op ,

où le op de droite désigne l’ensemble simplicial opposé.

Corollaire 5.1.6. — Soit J une partie de N ∖ {0}. Pour toute ∞-catégorie C, les
∞-catégories C et DJ(C) ont le même type d’homotopie, au sens où leur nerf de
Street ont le même type d’homotopie.

Démonstration. — Cela résulte du théorème précédent en vertu du théorème 4.4.6,
voir [T8, corollaire 6.7] pour plus de détails.

Le résultat suivant est un théorème de type Dwyer-Kan pour les équivalences de
Thomason :

Théorème 5.1.7. — Soit u : C → D un ∞-foncteur. On suppose que
(a) u induit une bijection Ob(C) ∼−→ Ob(D) ;
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(b) pour tous objets c et c′ de C, le ∞-foncteur

HomC(c, c′)→ HomD(u(c), u(c′))

induit par u est une équivalence de Thomason.
Alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition 4.5.5 par une application du lemme
bisimplicial. Voir [T8, théorème 6.2] pour plus de détails.

5.2. Transformations oplax et homotopies simpliciales

Dans cette section, nous allons voir qu’on peut associer à toute transformation
oplax ou lax α : u⇒ v une homotopie simpliciale entre les nerfs de Street Nu et Nv

(c’est le résultat principal de [T6, appendice A]). Ainsi, ces transformations jouent le
rôle d’homotopies dans la théorie de l’homotopie de ∞-Cat.

5.2.1. — Soient u, v : A→ B deux∞-foncteurs et soit α : u⇒ v une transformation
oplax. La donnée de α est équivalente à celle d’un∞-foncteur h : D1⊗A→ B rendant
commutatif le diagramme

A

u

%%

{0}⊗A

��

D1 ⊗A
h // B

A

v

99

{1}⊗A

OO

.

En appliquant le nerf de Street à ce foncteur, on obtient donc un morphisme simplicial
N(D1 ⊗A)→ NB rendant commutatif le diagramme

NA

Nu

''

N({0}⊗A)
��

N(D1 ⊗A) Nh // NB

NA

Nv

77

N({1}⊗A)

OO

.

Ainsi, si on était capable de définir un morphisme simplicial

∆1 ×NA = ND1 ×NA→ N(D1 ⊗A) ,
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compatible aux extrémités au sens où le diagramme

NA
{0}×NA

yy

N({0}⊗A)

%%

∆1 ×NA // N(D1 ⊗A)

NA

{1}×NA

ee

N({1}⊗A)

99

serait commutatif, on obtiendrait par composition

∆1 ×NA // N(D1 ⊗A) Nh // NB

une homotopie simpliciale de Nu vers Nv. A priori, on dispose d’un morphisme
canonique dans l’autre sens : N(D1 ⊗ A) → ∆1 ×NA. Le résultat principal de [T6,
appendice A] affirme que ce∞-foncteur admet une unique section naturelle compatible
aux extrémités.

Proposition 5.2.2. — Le ∞-foncteur

∇ : On → On ⊗On

obtenu en appliquant le foncteur ν : Cda →∞-Cat à la diagonale d’Alexander-Whitney
c(∆n)→ c(∆n)⊗ c(∆n)

(i0, . . . , ip) 7→
p∑

l=0
(i0, . . . , il)⊗ (il, . . . , ip)

fait de On une cogèbre coassociative coünitaire de coünité l’unique ∞-foncteur de On

vers D0.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait que la diagonale d’Alexander-
Whitney fait de c(∆n) une cogèbre coassociative coünitaire de coünité donnée par
l’augmentation de c(∆n).

Proposition 5.2.3. — La structure de cogèbre sur les orientaux induit un mor-
phisme simplicial

s : NA×NB → N(A⊗B)

qui est une section du ∞-foncteur canonique

N(A⊗B)→ NA×NB ,

naturelle en A et B.

Démonstration. — On définit le morphisme s de la manière suivante. Soit n ⩾ 0 et
soit (x, y) : ∆n → NA × NB un n-simplexe de NA × NB. Les morphismes x et y
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correspondent à des ∞-foncteurs On → A et On → B respectivement qu’on notera
également x et y. Par définition, le n-simplexe s(x, y) de N(A⊗B) est le composé

On
∇ // On ⊗On

x⊗ y
// A⊗B .

On vérifie qu’on définit bien ainsi un morphisme simplicial et qu’il satisfait aux condi-
tions de l’énoncé, voir [T6, propositions A.4 et A.5].

Proposition 5.2.4. — Il existe un et un seul morphisme

s : ∆1 ×NA→ N(D1 ⊗A)

qui soit une section naturelle en A du morphisme canonique

N(D1 ⊗A)→ ∆1 ×NA

et qui soit compatible aux extrémités au sens du paragraphe 5.2.1.

Démonstration. — L’existence est un cas particulier du résultat précédent, la compa-
tibilité aux extrémités résultant de la naturalité de s en la première variable. L’unicité
résulte d’un calcul fastidieux dans les complexes dirigés augmentés, voir [T6, propo-
sition A.9].

5.2.5. — Soient u, v : A→ B deux∞-foncteurs et soit α : u⇒ v une transformation
oplax. On définit une homotopie simpliciale Nα de Nu vers Nv par

∆1 ×NA
s // N(D1 ⊗A) Nh // NB ,

où s désigne le ∞-foncteur de la proposition précédente et h le ∞-foncteur associé
à α.

5.2.6. — Si u, v : A → B sont toujours deux ∞-foncteurs et α : u ⇒ v est mainte-
nant une transformation lax, on obtient une homotopie simpliciale Nα de Nu vers Nv

par la formule

Nα = (N(αop))op ,

αop étant une transformation oplax de vop vers uop (voir la proposition 3.2.7). On
peut également définir cette homotopie simpliciale directement par un composé

NA×∆1 // N(A⊗D1) Nk // NB ,

où k désigne le ∞-foncteur associé à α.
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5.3. Rétractes par transformation

Le but de cette section est de présenter la notion de rétracte par transformation
oplax ou lax qui, grâce aux résultats de la section précédente, jouera le rôle des
rétractes par déformation dans la théorie de l’homotopie de ∞-Cat. Ces rétractes par
transformation seront un de nos principaux outils pour montrer qu’un ∞-foncteur
est une équivalence de Thomason. On donne trois exemples de tels rétractes, issues
de nos articles [T2, T6, T4]. On en déduit que les orientaux, ainsi que les tranches
au-dessus ou au-dessous d’un objet, sont asphériques, c’est-à-dire de nerf de Street
faiblement contractile.

5.3.1. — Soit i : A → B un ∞-foncteur. Une structure de rétracte par transforma-
tion oplax à gauche (resp. à droite) sur i consiste en la donnée de :

(a) une rétraction r : B → A de i (de sorte qu’on a ri = 1A) ;
(b) une transformation oplax α de ir vers 1B (resp. de 1B vers ir).

On omettra parfois les indications « à gauche » ou « à droite » dans les énoncés
abstraits qui sont valables pour les deux variantes (à condition de rester cohérent
dans un même énoncé).

Si on dispose d’un ∞-foncteur q : B → C, on dira que la structure est au-dessus
de C si on a

qir = q et q ∗ α = 1q.

On dira que la structure est forte si on a

α ∗ i = 1i.

On dit que i est un rétracte par transformation oplax à gauche (resp. à droite) si i

admet une structure de rétracte par transformation oplax à gauche (resp. à droite).
On qualifiera un tel rétracte d’au-dessus de C ou de fort en fonction des propriétés
des structures que i peut admettre.

Toutes les notions introduites dans ce paragraphe admettent également des va-
riantes lax obtenues en remplaçant la transformation oplax α par une transformation
lax. On parlera parfois de « rétracte par transformation » pour désigner à la fois les
rétractes par transformation oplax et les rétractes par transformation lax.

Proposition 5.3.2. — Le nerf de Street d’un rétracte par transformation est un
rétracte par déformation. En particulier, un rétracte par transformation est une équi-
valence de Thomason.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement du fait qu’une transformation op-
lax ou lax induit une homotopie simpliciale sur les nerfs de Street (voir les para-
graphes 5.2.5 et 5.2.6).
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Proposition 5.3.3. — Si i : A → B est un rétracte par transformation au-dessus
d’une ∞-catégorie C, alors tout changement de base de i au-dessus de C est un ré-
tracte par transformation. Autrement dit, pour tout∞-foncteur D → C, le∞-foncteur

i×C D : A×C D → B ×C D

est un rétracte par transformation.

Démonstration. — Cela résulte de propriétés générales de changement de base pour
les transformations oplax ou lax, voir [T6, proposition 5.6].

Corollaire 5.3.4. — Un rétracte par transformation au-dessus d’une∞-catégorie C

reste une équivalence de Thomason après tout changement de base au-dessus de C.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement des propositions précédentes.

Proposition 5.3.5. — Soient C une ∞-catégorie et c un objet de C. Les ∞-fonc-
teurs

D0 → c\C , D0 → C/c , D0 → c
co
\C , D0 → C

co
/ c ,

correspondant à l’objet (c, 1c) (voir la proposition 3.4.6 et la remarque 3.4.8), sont
respectivement

– un rétracte par transformation oplax à gauche fort,
– un rétracte par transformation oplax à droite fort,
– un rétracte par transformation lax à gauche fort,
– un rétracte par transformation lax à droite fort.

Démonstration. — En vertu des propositions 3.2.7 et 3.4.4, il suffit de traiter le cas
de c\C. Il s’agit donc de construire un ∞-foncteur D1 ⊗ c\C → c\C définissant
une transformation oplax du ∞-foncteur constant c\C → c\C de valeur (c, 1c) vers
l’identité de c\C. En vertu du corollaire 3.3.12, cela revient à se donner un∞-foncteur
D0 ⋆ c\C → c\C, au-dessous de c\C, envoyant l’objet de D0 ⋆ c\C provenant de D0
sur (c, 1c). Par adjonction, il s’agit de définir un ∞-foncteur c\C → (c, 1c)\(c\C),
au-dessus de c\C. Or, on a un isomorphisme canonique (c, 1c)\(c\C) ≃ 1c\C. On
vérifie que le ∞-foncteur κ∗ : c\C → 1c\C induit par fonctorialité des tranches par le
triangle commutatif

D1

1c
��

κ // D0

c
��

C ,

où κ désigne l’unique ∞-foncteur de D1 vers D0, convient. On renvoie à [T6, propo-
sition 5.22] pour plus de détails.
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Remarque 5.3.6. — Cette proposition exprime le fait que (c, 1c) est un objet initial
de c\C en un sens oplax, un objet final de C/c en un sens oplax, un objet initial de c

co
\C

en un sens lax et un objet final de C
co
/ c en un sens lax.

Corollaire 5.3.7. — Soient C une ∞-catégorie et c un objet de C. Les nerfs de
Street des tranches

c\C , C/c , C
co
/ c , c

co
\C

sont faiblement contractiles.

Démonstration. — C’est une conséquence de l’énoncé précédent en vertu de la pro-
position 5.3.2.

Proposition 5.3.8. — Soit n ⩾ 0.
(a) Le ∞-foncteur D0 → On correspondant à l’objet 0 est à la fois un rétracte

par transformation oplax à gauche fort et un rétracte par transformation lax à
gauche fort.

(b) Le ∞-foncteur D0 → On correspondant à l’objet n est à la fois un rétracte par
transformation oplax à droite fort et un rétracte par transformation lax à droite
fort.

Démonstration. — En vertu de la proposition 3.3.14, on a un isomorphisme canonique
(On)op ≃ On et la proposition 3.2.7 entraîne qu’il suffit de traiter le cas des trans-
formations oplax. Il s’agit donc de produire une transformation oplax du ∞-foncteur
constant 0 : On → On vers l’identité de On, et une transformation oplax de l’identité
de On vers le ∞-foncteur constant n : On → On. En vertu de la proposition 3.2.9,
cela peut se faire en définissant des homotopies de complexes dirigés augmentés entre
des endomorphismes de c(∆n) (voir le paragraphe 4.1.2). Les homotopies h et h′ en
question sont définies par les formules

h(i0, . . . , ip) = (0, i0, . . . , ip) ,

pour p ⩾ 0, et

h′(i0) =
∑

i0<k⩽n

(k − 1, k) ,

h′(i0, . . . , ip) =
∑

i0<k<i1

(k − 1, k, i1, . . . , ip) ,

pour p ⩾ 1, où par convention (j0, . . . , jq) = 0 si les jl ne sont pas distincts. On
renvoie à [T4, propositions 6.3 et 6.5], ainsi qu’à [T2, proposition A.8] et [T6, pro-
position 5.16] pour plus de détails.

Corollaire 5.3.9. — Pour tout n ⩾ 0, le nerf de Street NOn du n-ième oriental
est faiblement contractile.

Démonstration. — Cela résulte de la proposition précédente.
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Terminons par un dernier exemple de rétracte par transformation en lien avec les
∞-catégories comma qui justifie l’intuition de mapping space pour la ∞-catégorie
B ↓ u :

Proposition 5.3.10. — Pour tout ∞-foncteur u : A → B, le ∞-foncteur j de la
factorisation

A
j
// B ↓ u

p1 // B

(voir la proposition 3.6.11) est un rétracte par transformation oplax à droite fort, et
en particulier une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Cela résulte des propriétés de fonctorialité de Homlax vis à vis des
transformations et de la proposition 5.3.3, voir [T2, proposition 2.17].

Remarque 5.3.11. — De même, tout ∞-foncteur u : A→ B se factorise en

A
j′
// u ↓ B

p2 // B ,

où j′ est un rétracte par transformation oplax à gauche fort.

5.4. Les ∞-catégories comme modèle des types d’homotopie

L’objet de cette section est de présenter la version ∞-catégorique du théorème
d’Illusie-Quillen, démontré par mon étudiant Andrea Gagna [39], qui s’énonce de la
manière suivante :

Théorème 5.4.1 (Gagna). — Le nerf de Street

N :∞-Cat → ∆̂

induit une équivalence de catégories

N : Ho(∞-Cat)→ Hot ,

où Ho(∞-Cat) désigne la localisée de la catégorie des∞-catégories par les équivalences
de Thomason.

Démonstration. — Nous allons suivre la présentation que donne Gagna de ce théo-
rème dans [39], en séparant la partie indépendante du nerf de Street (théorème 5.4.4)
de la partie spécifique et centrale (théorème 5.4.5). Le théorème est conséquence de
ces deux résultats.

Nous commençons par introduire la terminologie nécessaire à la version abstraite
du théorème d’Illusie-Quillen mentionnée dans la preuve précédente.
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5.4.2. — Soit C une catégorie cocomplète munie d’un objet cosimplicial c : ∆→ C.
On en déduit un foncteur nerf

Nc : C → ∆̂
X 7→

(
∆n 7→ HomC(c∆n, X)

)
et on appelle équivalence faible de C les morphismes f tels que Ncf soit une équi-
valence d’homotopie faible. Le foncteur Nc admet pour adjoint à gauche le foncteur
τc : C → ∆̂, unique foncteur prolongeant c et commutant aux limites inductives.

Ainsi, lorsque C =∞-Cat et c est l’objet cosimplicial O des orientaux, on retrouve
le nerf de Street et les équivalences de Thomason.

On dira que l’objet cosimplicial c permet un théorème d’Illusie-Quillen si, pour
tout ensemble ordonné E, le morphisme d’adjonction

NE → NcτcNE

est une équivalence d’homotopie faible.

Remarque 5.4.3. — Gagna utilise la terminologie « satisfait à la condition (e) »
plutôt que « permet un théorème d’Illusie-Quillen ». En effet, cette condition est
l’hypothèse (e) de [T3, théorème 4.11], dont notre théorème 9.1.3 est une version
simplifiée.

Théorème 5.4.4 (Gagna). — Si C est une catégorie cocomplète munie d’un objet
cosimplicial c : ∆→ C permettant un théorème d’Illusie-Quillen, alors le foncteur

Nc : C → ∆̂

induit une équivalence de catégories

Nc : Ho(C)→ Hot ,

où Ho(C) désigne la localisée de C par les équivalences faibles définies par Nc.

Démonstration. — Nous reformulons ici la preuve de Gagna [39, théorème 2.4].
Admettons provisoirement l’existence d’un endofoncteur Q : ∆̂→ ∆̂ de la catégo-

rie des ensembles simpliciaux et d’une transformation naturelle α : Q⇒ 1∆̂ vérifiant
les deux propriétés suivantes :

– pour tout ensemble simplicial X, il existe un ensemble ordonné E tel que QX

soit isomorphe au nerf de E ;
– la transformation naturelle α est une équivalence d’homotopie faible argument

par argument.
On va montrer que τcQ envoie les équivalences d’homotopie faibles sur des équiva-

lences faibles de C et induit un quasi-inverse du foncteur Nc.
On dispose d’un zigzag de transformations naturelles

NcτcQ Q
α //

ηQ
oo 1∆̂ ,
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où η désigne l’unité de l’adjonction τc ⊣ Nc. L’hypothèse sur l’objet cosimplicial c et
le fait que Q soit à valeurs dans les nerfs d’ensembles ordonnés montre que la flèche
de gauche est une équivalence d’homotopie faible argument par argument. La seconde
l’est par hypothèse.

Par ailleurs, on a une transformation naturelle

τcQNc
τcαNc // τcNc

ε // 1C ,

où ε désigne la coünité de l’adjonction τc ⊣ Nc, et, pour conclure, il suffit de mon-
trer qu’en appliquant Nc à cette transformation naturelle on obtient une équivalence
d’homotopie faible argument par argument. Considérons le diagramme commutatif
suivant :

QNc
αNc //

ηQNc

��

Nc

ηNc

��

NcτcQNc
NcτcαNc

// NcτcNc
Ncε

// Nc .

La flèche verticale de gauche est une équivalence d’homotopie faible argument par
argument, toujours par hypothèse sur c et Q, et la flèche horizontale du haut en est
une par hypothèse. On conclut donc par deux sur trois.

Il nous reste à justifier l’existence de Q et α. Notons ∆′ la sous-catégorie de ∆ ayant
les mêmes objets mais comme morphisme uniquement les applications strictement
croissantes entre ceux-ci. Soit i : ∆′ ↪→ ∆ le foncteur d’inclusion, i∗ le foncteur
image inverse, foncteur d’oubli des ensembles simpliciaux vers les ensembles semi-
simpliciaux, et i! son adjoint à gauche. Nous prétendons que le foncteur

Q = Sd2 i!i
∗ ,

où Sd désigne la subdivision barycentrique de Kan, muni de la transformation natu-
relle

Sd2 i!i
∗ σ2ε // 1∆̂ ,

où σ : Sd ⇒ 1∆̂ est la transformation naturelle canonique et ε la coünité de l’ad-
jonction i! ⊣ i∗, convient. En effet, la description standard du foncteur i! (voir par
exemple [36, section 3.3]) montre que celui-ci est à valeurs dans les ensembles simpli-
ciaux dont les faces des simplexes non dégénérés sont non dégénérées. Or, en vertu de
[61, théorème 11.4.5] et [75, lemme 5.6], la subdivision double d’un tel ensemble sim-
plicial est le nerf d’un ensemble ordonné. Par ailleurs, la transformation naturelle σ

est bien sûr une équivalence d’homotopie faible argument par argument et il en est
de même de ε d’après [36, section 3.4], d’où le résultat.

Théorème 5.4.5 (Ara-Maltsiniotis, Gagna). — L’objet cosimplicial des orien-
taux permet un théorème d’Illusie-Quillen.
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Démonstration. — Il s’agit de montrer que, si E est un ensemble ordonné, alors le
morphisme canonique f : NE → NcNE est une équivalence faible. Un des points
clés est que la ∞-catégorie cNE s’identifie à un « oriental généralisé » OE qui peut
se définir en utilisant la théorie de Steiner (voir la section 8.1). Ainsi, on peut consi-
dérer f comme un morphisme NE → NOE . Ce morphisme ne provient pas d’un
∞-foncteur E → OE et doit être pensé comme un ∞-foncteur lax. Il existe néan-
moins un ∞-foncteur canonique t : OE → E qui fournit une rétraction Nt à f et il
s’agit de montrer que t est une équivalence de Thomason.

Dans [T4], nous démontrons avec Maltsiniotis que le ∞-foncteur t est une équi-
valence de Thomason en appliquant le théorème 5.1.7. Le ∞-foncteur t étant bijectif
sur les objets, il s’agit essentiellement de montrer que si i < j sont des éléments de E,
alors HomOE

(i, j) est asphérique. La preuve de ce fait utilise des outils que nous
n’avons pas encore présentés ; nous l’exposerons plus loin, voir le théorème 8.3.3.

Dans [39, section 6], Gagna donne une seconde preuve de ce fait, plus directe, en
produisant une homotopie simpliciale entre f(Nt) et 1NOE

par des formules explicites ;
la construction de cette homotopie s’appuie sur la théorie de Steiner.

Remarque 5.4.6. — De même, Gagna démontre que pour tout n ⩾ 1, la restriction
du nerf de Street induit une équivalence de catégories

N : Ho(n-Cat)→ Hot .

Le cas n = 1 est le théorème d’Illusie-Quillen à proprement parler. Il résulte im-
médiatement du théorème 5.4.4 puisque le morphisme NE → Nc1NE est un isomor-
phisme par pleine fidélité du nerf 1-catégorique. La preuve qu’on obtient dans ce cas
n’est pas celle de Quillen mais essentiellement celle de Fritsch et Latch [37].

Le cas n = 2 a d’abord été montré par Chiche par un argument totalement différent
[22, théorème 7.8].



CHAPITRE 6

THÉORÈME A DE QUILLEN

Le théorème A de Quillen est le principal outil non trivial permettant de démontrer
qu’un foncteur est une équivalence de Thomason. Dans ce chapitre, nous allons dé-
montrer un analogue ∞-catégorique de ce théorème A, ainsi que quelques variations
sur cet énoncé.

Nous commençons par démontrer un théorème A relatif pour les ∞-catégories,
c’est-à-dire pour les triangles commutatifs. Nous présentons les deux preuves que nous
avons données de ce résultat avec Maltsiniotis [T5, T6]. La première, plus élémentaire,
est de nature simpliciale ; la seconde, plus conceptuelle, est basée sur des fonctorialités
de la construction tranche qui ont été exposées dans le chapitre 3. Nous introduisons
ensuite une notion de localisateur fondamental de ∞-Cat, généralisant celle de locali-
sateur fondamental de Cat, notion qui était implicite dans [T6]. Comme conséquence
de nos résultats, nous obtenons que la classe des équivalences de Thomason forme un
tel localisateur fondamental, et nous conjecturons qu’elle forme le plus petit, au sens
de l’inclusion. Enfin, nous étendons le théorème A ∞-catégorique aux « 2-triangles »,
c’est-à-dire aux triangles commutant à une transformation lax ou oplax près. Nous
montrons que ce théorème A pour les 2-triangles se déduit des propriétés des loca-
lisateurs fondamentaux de ∞-Cat. Le principal outil de la démonstration est notre
théorie des ∞-catégories comma exposée au chapitre 3.

6.1. Le théorème A pour les triangles commutatifs

Nous commençons par le théorème A relatif pour les tranches au-dessous :

Théorème 6.1.1. — Soit
A

u //

v
��

B

w
��

C
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un triangle commutatif de ∞-foncteurs. Si pour tout objet c de C, le ∞-foncteur
c\A → c\B induit par u est une équivalence de Thomason, alors il en est de même
de u.

Démonstration. — Nous avons donné, avec Maltsiniotis, deux preuves de ce résultat :
[T5, théorème 5.2] et [T6, théorème 5.19]. Le point de départ est la preuve originelle
de Quillen dans le cas 1-catégorique. Elle repose sur un carré commutatif d’ensembles
bisimpliciaux

S(v) //

��

S(w)

��

NA // NB ,
où

S(v)m,n = {(c, a) ∈ (NC)m+1+n × (NA)n | cm+1,...,m+1+n = (Nv)(a)} ,
de même pour S(w), et NA, NB sont considérés comme constants en la première
variable. On montre, comme dans la preuve de Quillen, en utilisant le lemme bisim-
plicial, que les morphismes verticaux sont des équivalences faibles diagonales. Par
deux sur trois, il suffit donc de montrer que le morphisme horizontal du haut est une
équivalence faible diagonale. Or, si l’on fixe la première variable à m, ce morphisme
s’identifie au morphisme ∐

c:Om→C

c\NA→
∐

c:Om→C

c\NB ,

les tranches c\NA et c\NB étant des tranches simpliciales. Ainsi, il suffit de montrer
que pour tout ∞-foncteur c : Om → C, le morphisme simplicial c\NA → c\NB est
une équivalence faible. Or, ce morphisme s’inscrit dans un carré commutatif

c\NA //

��

c\NB

��

c0\NA // c0\NB ,

où c0 est le 0-simplexe D0
0−→ Om

c−→ C. On montre que la flèche du bas s’identifie au
nerf de Street du ∞-foncteur c0\A → c0\B. Par hypothèse, ce ∞-foncteur est une
équivalence de Thomason. Ainsi, il nous suffit de montrer que le morphisme simplicial
c\NA→ c0\NA est une équivalence faible (il en sera évidemment de même pour B).
C’est ici que les deux preuves divergent.

Dans [T5], nous démontrons que ce morphisme simplicial est la rétraction d’un
rétracte par déformation en produisant une section et une homotopie simpliciale par
des formules explicites. Pour ce faire, on utilise de manière cruciale la théorie de Steiner
et des résultats de commutation du foncteur ν à certaines sommes amalgamées établis
dans [T7, chapitre 3]. Cette preuve « à la main » permet d’obtenir directement un
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théorème A pour les 2-triangles et plus précisément le théorème 6.3.4. Dans le cas des
2-triangles, la définition du morphisme bisimplicial S(v) → S(w) est plus délicate et
utilise notamment le produit de Gray.

Dans [T6], nous raisonnons de manière plus conceptuelle. On commence par iden-
tifier le morphisme simplicial c\NA → c0\NA avec le nerf de Street du ∞-foncteur
c\A→ c0\A. On montre que ce ∞-foncteur est la rétraction d’un rétracte par trans-
formation oplax. L’idée est que le∞-foncteur 0 : D0 → Om, qui induit ce∞-foncteur,
est lui un rétracte par transformation lax (voir la proposition 5.3.8) et qu’on obtient
le résultat par fonctorialité de la construction −\A. Les propriétés de fonctorialité de
cette construction sont non triviales et sont prouvées uniquement en basse dimension
et sous des hypothèses restrictives qui suffisent à montrer que la structure de rétracte
par transformation lax sur D0 → Om induit une structure de rétraction d’un rétracte
par transformation oplax sur c\A→ c0\A (voir les paragraphes 3.5.4 et 3.5.6).

On montre par ailleurs dans [T6, appendice C] que la section et la transformation
oplax obtenues par fonctorialité induisent via le nerf de Street la section et l’homotopie
simpliciale de [T5].

Remarque 6.1.2. — Si l’énoncé du théorème A mentionne uniquement des tranches
au-dessous d’un objet, dans sa preuve, nous avons été conduit à considérer des tranches
au-dessous d’un ∞-foncteur On → C. C’est précisément pour cette raison que nous
avons développé avec Maltsiniotis une théorie des tranches généralisées.

Remarque 6.1.3. — Le cas non relatif du théorème A 2-catégorique, c’est-à-dire le
cas n = 2, B = C et w = 1B du théorème précédent (voir notre corollaire 6.1.5) est
dû à Bullejos et Cegarra. La version générale dans le cas n = 2 est due à Chiche [22].

Par dualité, on obtient quatre variantes du théorème A (en comptant l’énoncé
précédent) :

Corollaire 6.1.4. — Soit
A

u //

v
��

B

w
��

C

un triangle commutatif de ∞-foncteurs. Supposons que l’une des quatre conditions
suivantes soit satisfaite :

(a) pour tout objet c de C, le ∞-foncteur c\A → c\B induit par u est une équiva-
lence de Thomason ;

(b) pour tout objet c de C, le ∞-foncteur A/c → B/c induit par u est une équiva-
lence de Thomason ;

(c) pour tout objet c de C, le ∞-foncteur c
co
\A→ c

co
\B induit par u est une équiva-

lence de Thomason ;
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(d) pour tout objet c de C, le ∞-foncteur A
co
/ c → B

co
/ c induit par u est une équi-

valence de Thomason.
Alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — L’énoncé dans le cas où la première condition est satisfaite est
exactement le théorème précédent. Les autres cas se déduisent par dualité (voir la
proposition 3.4.4) en utilisant la stabilité des équivalences de Thomason par dualité
(proposition 5.1.4)

On en déduit quatre variantes absolues (par opposition à relatives) :

Corollaire 6.1.5. — Soit u : A → B un ∞-foncteur. Supposons que l’une des
quatre conditions suivantes soit satisfaite :

(a) pour tout objet b de B, la ∞-catégorie b\A est asphérique ;
(b) pour tout objet b de B, la ∞-catégorie A/b est asphérique ;
(c) pour tout objet b de B, la ∞-catégorie b

co
\A est asphérique ;

(d) pour tout objet b de B, la ∞-catégorie A
co
/ b est asphérique.

Alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — C’est le corollaire précédent appliqué au triangle

A
u //

u
��

B

1B��

B .
Par exemple, dans le premier cas, si b est un objet de B, alors le ∞-foncteur
b\A → b\B est une équivalence de Thomason si et seulement si b\A est asphérique
puisque b\B est asphérique en vertu du corollaire 5.3.7, ce qui établit le résultat.

Enfin, nous terminons par une application du théorème A qui interviendra au
chapitre 8 pour déterminer le type d’homotopie de l’oriental associé à un ensemble
ordonné.

Corollaire 6.1.6. — Soit C une ∞-catégorie admettant un objet c0 ayant l’une des
deux propriétés suivantes :

(a) pour tout objet c de C, la ∞-catégorie HomC(c0, c) est asphérique ;
(b) pour tout objet c de C, la ∞-catégorie HomC(c, c0) est asphérique.

Alors C est asphérique.

Démonstration. — Dans le premier cas, l’assertion résulte du cas (d) du corollaire
précédent appliqué au ∞-foncteur c0 : D0 → C, voir [T6, théorème 5.27] pour plus
de détails. Le second cas peut se déduire du premier par dualité ou se démontrer
directement en appliquant cette fois le cas (c) du corollaire au même∞-foncteur.
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6.2. Localisateurs fondamentaux ∞-catégoriques

6.2.1. — On dira qu’une classe W de ∞-foncteurs est un localisateur fondamental
de ∞-Cat si elle satisfait aux conditions suivantes :

(a) W est faiblement saturée, c’est-à-dire contient les identités, vérifie la propriété
du deux sur trois et contient les ∞-foncteurs i admettant une rétraction r telle
que ir soit dans W ;

(b) pour toute ∞-catégorie C, le ∞-foncteur de « projection » D1⊗C → C appar-
tient à W ;

(c) W vérifie un théorème A pour les triangles commutatifs au sens où, pour tout
triangle commutatif de ∞-foncteurs

A
u //

v
��

B

w
��

C ,
si pour tout objet c de C, le ∞-foncteur c\A → c\B induit par u est dans W,
alors le ∞-foncteur u est dans W.

Remarque 6.2.2. — La conjonction des deux premiers axiomes entraîne que les
localisateurs fondamentaux de ∞-Cat contiennent les rétractes par transformation
oplax.

Proposition 6.2.3. — La classe des équivalences de Thomason ∞-catégoriques
forme un localisateur fondamental de ∞-Cat.

Démonstration. — La faible saturation est évidente. Les deux autres axiomes ré-
sultent de la proposition 5.3.2 et du théorème 6.1.1.

Nous conjecturons, avec Maltsiniotis, que cette notion de localisateur fondamental
de ∞-Cat joue un rôle analogue à celle de Cat. Afin d’énoncer une conjecture précise,
nous commençons par quelques rappels dans le cas de Cat.

6.2.4. — On dit qu’une classe W de morphismes d’ensembles simpliciaux est un
localisateur fondamental simplicial si

(a) W est faiblement saturée ;
(b) W est stable par petites sommes ;
(c) W vérifie le lemme bisimplicial au sens où, si f : X → Y est un morphisme

d’ensembles bisimpliciaux tel que, pour tout m ⩾ 0, le morphisme simplicial fm,•
soit dans W, alors la diagonale de f est dans W ;

(d) pour tout ensemble simplicial X, la projection ∆1 ×X → X est dans W.
La preuve du théorème d’Illusie–Quillen (théorème 1.1.8) permet de montrer que

le foncteur nerf usuel induit une bijection

W 7→ N−1(W)
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entre les localisateurs fondamentaux simpliciaux et les localisateurs fondamentaux
de Cat (voir le paragraphe 1.2.10).

Or, il est conséquence de résultats de Cisinski [25, section 4.2] que la classe W∞
des équivalences d’homotopie faibles simpliciales forme le plus petit localisateur fon-
damental simplicial. Ainsi, la classe N−1(W∞) des équivalences de Thomason forme
le plus petit localisateur fondamental de Cat.

Remarque 6.2.5. — La notion de localisateur fondamental simplicial n’apparaît pas
explicitement dans les travaux de Cisinski [25]. Néanmoins, il est conséquence de ses
résultats que cette notion est équivalente à sa notion de ∆-localisateur test [25, sec-
tion 4.2]. C’est en utilisant cette notion de ∆-localisateur test que Cisinski démontre
dans [25] la minimalité du localisateur fondamental des équivalences de Thomason.

Proposition 6.2.6. — Pour tout localisateur fondamental simplicial W, la classe
de ∞-foncteurs N−1(W), où N est le nerf de Street, est un localisateur fondamental
de ∞-Cat.

Démonstration. — La faible saturation est évidente. Le second axiome résulte du fait
que le∞-foncteur D1⊗C → C est la rétraction d’un rétracte par transformation oplax,
que son nerf de Street est donc la rétraction d’un rétracte par déformation simplicial
(en vertu de la proposition 5.3.2) et que tout tel morphisme est dans tout localisateur
fondamental simplicial. Enfin, nos deux preuves du théorème A pour les équivalences
de Thomason ∞-catégoriques (voir la preuve du théorème 6.1.1), c’est-à-dire pour
N−1(W∞) où W∞ désigne la classe des équivalences d’homotopie faibles simpliciales,
s’adaptent immédiatement à un localisateur fondamental simplicial quelconque.

Remarque 6.2.7. — On a vu dans la preuve précédente que la preuve du théo-
rème A∞-catégorique s’applique à un localisateur fondamental simplicial quelconque.
Plus généralement, les résultats de [T3], [T4], [T5], [T6] et [T8] (mais pas ceux
de [T2] !) restent vrais pour un localisateur fondamental simplicial quelconque.

Conjecture 6.2.8. — L’application W 7→ N−1(W) est une bijection entre l’ensemble
des localisateurs fondamentaux simpliciaux et ceux de∞-Cat. En particulier, la classe
des équivalences de Thomason forme le plus petit localisateur fondamental de ∞-Cat.

Remarque 6.2.9. — Chiche a démontré dans [23, section 6] le résultat analogue
pour 2-Cat. (Son axiomatique est légèrement différente de la nôtre mais elle se révèle
être équivalente.)

Remarque 6.2.10. — La conjecture précédente entraînerait, par une adaptation
immédiate des méthodes conduisant à la démonstration du théorème 5.1.4, que les
localisateurs fondamentaux de ∞-Cat sont stables par toutes les dualités de ∞-Cat
et, en particulier, qu’ils satisfont à toutes les variantes du théorème A établies pour
les équivalences de Thomason.
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6.3. Le théorème A pour les 2-triangles

Nous commençons par un préliminaire nécessaire pour énoncer le théorème A pour
les 2-triangles.

6.3.1. — Soit
A

u //

v

��

B

w

��

C

α 3;

un diagramme dans ∞-Cat, où la 2-cellule est une transformation oplax. Pour tout
objet c de C, on dispose d’un ∞-foncteur canonique

c\(u, α) : c\A→ c\B .

En effet, en vertu de la proposition 3.6.6, il revient au même de définir un
∞-foncteur c ↓ v → c ↓ w. Or, on dispose du ∞-foncteur c ↓ (α, u) : c ↓ v → c ↓ w du
paragraphe 3.6.8.

Remarque 6.3.2. — Le ∞-foncteur c\(u, α) peut également de se définir sans uti-
liser la construction comma en utilisant la propriété universelle des tranches et la
description de l’opération « joint par D0 » donnée par le corollaire 3.3.12.

Remarque 6.3.3. — Par dualité, on peut définir des ∞-foncteurs analogues pour
les autres types de tranche mais à partir de données différentes (voir les différentes
versions du théorème A ci-dessous).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème A pour les 2-triangles dans le cadre
d’un localisateur fondamental.

Théorème 6.3.4. — Fixons W un localisateur fondamental de ∞-Cat. Soit

A
u //

v

��

B

w

��

C

α 3;

un triangle de ∞-foncteurs commutatif à une transformation oplax α près. Si pour
tout objet c de C, le ∞-foncteur c\(u, α) : c\A→ c\B est dans W, alors il en est de
même de u.

Démonstration. — On dispose d’un diagramme

C ↓ v
C↓(α,u)

//

p2

��

C ↓ w

p2

��

A
u

// B ,
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où C ↓ (α, u) est le ∞-foncteur du paragraphe 3.6.8. Les projections p2 sont des
rétractions des ∞-foncteurs de la proposition 5.3.10 et sont donc dans W d’après la
remarque 6.2.2. Ainsi, il suffit de montrer que C ↓ (α, u) est dans W.

Pour ce faire, on applique le théorème A au triangle commutatif

C ↓ v
C↓(α,u)

//

p1
  

C ↓ w

p1
~~

C .
On montre que pour tout objet c de C, le ∞-foncteur c\(C ↓ (α, u)) s’identifie au
∞-foncteur

U ↓ (α, u) : U ↓ v → U ↓ w ,
où U : c\C → C est le∞-foncteur d’oubli. En utilisant des propriétés de fonctorialité
de la construction comma, on produit un carré commutatif

c ↓ v
c↓(α,u)

//

��

c ↓ w

��

U ↓ v
U↓(α,u)

// U ↓ w ,

dont on montre, en utilisant des propriétés de sesquifonctorialité de la construction
comma (voir le théorème 3.6.10) et le fait que c\C se rétracte par transformation
oplax sur D0, que les flèches verticales sont des rétractes par transformation oplax.
On en déduit le résultat.

On revoie à [T6, théorème 7.8] pour plus de détails.

En particulier, on obtient ce théorème A pour les 2-triangles pour les équivalences
de Thomason :

Corollaire 6.3.5. — Soit
A

u //

v

��

B

w

��

C

α 3;

un triangle de∞-foncteurs commutatif à une transformation oplax α près. Si pour tout
objet c de C, le ∞-foncteur c\(u, α) : c\A→ c\B est une équivalence de Thomason,
alors il en est de même de u.

Démonstration. — C’est le cas particulier du théorème précédent pourW la classe des
équivalences de Thomason. Le résultat est également démontré directement dans [T5].
En effet, la preuve de [T5, théorème 5.2], de nature simpliciale, qui est esquissée
dans la preuve de notre théorème 6.1.1, permet de démontrer directement ce résultat
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(contrairement à la preuve de [T6] qui nécessite les développements exposés dans la
preuve précédente).

Remarque 6.3.6. — La version 2-catégorique du théorème précédent est due à
Chiche [22].

Par dualité, on en déduit trois variantes, qui diffèrent par le caractère lax ou oplax
de la 2-cellule, ainsi que par sa direction.

Corollaire 6.3.7. — Soit
A

u //

v

��

B

w

��

C

α 3;

un triangle de ∞-foncteurs commutatif à une transformation lax α près. Si pour tout
objet c de C, le ∞-foncteur c

co
\(u, α) : c

co
\A→ c

co
\B est une équivalence de Thomason,

alors il en est de même de u.

Démonstration. — Cela résulte du corollaire précédent par stabilité des équivalences
de Thomason par la dualité D 7→ Dco (théorème 5.1.4).

Corollaire 6.3.8. — Soit
A

u //

v

��

B

w

��

C

α
s{

un triangle de∞-foncteurs commutatif à une transformation oplax α près. Si pour tout
objet c de C, le ∞-foncteur (u, α)/c : A/c → B/c est une équivalence de Thomason,
alors il en est de même de u.

Démonstration. — Cela résulte cette fois de la stabilité des équivalences de Thomason
par la dualité D 7→ D◦.

Corollaire 6.3.9. — Soit
A

u //

v

��

B

w

��

C

α
s{

un triangle de ∞-foncteurs commutatif à une transformation lax α près. Si pour tout
objet c de C, le∞-foncteur (u, α)

co
/ c : A

co
/ c → B

co
/ c est une équivalence de Thomason,

alors il en est de même de u.

Démonstration. — C’est la stabilité des équivalences de Thomason par la dualité
D 7→ Dop qui entraîne cette fois le résultat.
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Remarque 6.3.10. — La conjecture 6.2.8 entraînerait que les trois corollaires précé-
dents sont également valables pour un localisateur fondamental de∞-Cat quelconque
(voir la remarque 6.2.10).



CHAPITRE 7

THÉORÈME B DE QUILLEN

Le théorème B de Quillen permet, sous certaines hypothèses, de faire le lien entre
les tranches catégoriques et les fibres homotopiques. Plus généralement, un résultat
de Barwick et Kan de démonstration similaire permet de calculer certains produits
fibrés homotopiques comme des catégories comma.

Ce chapitre suit la structure de notre article [T2]. Nous commençons par démon-
trer l’analogue∞-catégorique du théorème B de Quillen, sous la formulation générale
de Barwick et Kan, faisant ainsi le lien entre nos∞-catégories comma [T6] et les pro-
duits fibrés homotopiques dans ∞-Cat. Nous donnons ensuite plusieurs applications
de ce théorème, notamment autour des notions d’espace de lacets et de ∞-groupoïde
d’Eilenberg-Mac Lane. En particulier, nous montrons que l’espace des lacets d’un
espace modélisé par un ∞-groupoïde strict est un produit d’espaces d’Eilenberg-
Mac Lane.

7.1. Le théorème B

Commençons par introduire le vocabulaire nécessaire à la formulation du théo-
rème B.

7.1.1. — On dit qu’un ∞-foncteur u : A → B est colocalement homotopique-
ment constant si, pour toute 1-cellule f : b → b′ de B, le ∞-foncteur induit
f\A : b′\A→ b\A est une équivalence de Thomason.

7.1.2. — On dira qu’un carré commutatif dans ∞-Cat est homotopiquement car-
tésien si son image par le nerf de Street est un carré homotopiquement cartésien
d’ensembles simpliciaux (relativement aux équivalences d’homotopie faibles).

7.1.3. — Si
A

u // C B
voo
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sont deux ∞-foncteurs, alors la ∞-catégorie comma u ↓ v (voir le paragraphe 3.6.3)
peut se décomposer de la manière suivante :

u ↓ v = A×C Homlax(D1, C)×C B

≃ A×C Homlax(D1, C)×C C ×C B

≃ (u ↓ C)×C B .

Ainsi, on obtient un carré cartésien

u ↓ v

��

// B

v

��

u ↓ C
p2
// C ,

et on vérifie que la flèche horizontale du haut est la seconde projection et que la flèche
verticale de gauche est induite par v par fonctorialité de la construction comma (avec
les notations du paragraphe 3.6.8, c’est le ∞-foncteur A ↓ (1v, v)).

Voici une version∞-catégorique du théorème B de Quillen sous une forme qui dans
le cas 1-catégorique est due à Barwick et Kan :

Théorème 7.1.4. — Soient

A
u // C B

voo

deux ∞-foncteurs. Si v est colocalement homotopiquement constant, alors le carré
cartésien

u ↓ v

��

// B

v

��

u ↓ C
p2

// C

est homotopiquement cartésien.

Démonstration. — En considérant la factorisation

B
j
// C ↓ v

p1 // C

de v donnée par la proposition 3.6.11, le carré de l’énoncé se factorise en deux carrés
cartésiens

u ↓ v

j′

��

// B

j

��

·

��

// C ↓ v

p1

��

u ↓ C
p2

// C
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et il suffit de montrer que chacun de ces carrés est homotopiquement cartésien. On
montre que le ∞-foncteur j′ s’identifie au ∞-foncteur A ↓ j : u ↓ v → u ↓ p1. Or,
en vertu de la proposition 5.3.10, le ∞-foncteur j est un rétracte par transformation
oplax à droite fort, et il en est donc de même de A ↓ j grâce à des propriétés de
sesquifonctorialité de la construction comma (théorème 3.6.10). Ainsi, les deux flèches
verticales du carré du haut sont des équivalences de Thomason et ce carré est donc
homotopiquement cartésien.

Il s’agit donc maintenant de montrer que le carré du bas est homotopiquement car-
tésien. Cela résulte du fait plus général suivant, qui est le résultat clé pour démontrer
le théorème B.

Proposition 7.1.5. — Si v : B → C est un ∞-foncteur colocalement homotopique-
ment constant, alors tout carré cartésien

D′

��

// C ↓ v

p1

��

D // C

est homotopiquement cartésien.

Démonstration. — La preuve est basée sur le résultat suivant dû à Rezk : un mor-
phisme simplicial p : X → Y a la propriété que tout carré cartésien

X ′ //

��

X

p

��

Y ′ // Y

est homotopiquement cartésien si et seulement si pour tout diagramme de carrés
cartésiens

X ′′

��

u′
// X ′ //

��

X

p

��

∆0 // ∆m
// Y ,

u′ est une équivalence d’homotopie faible.
Ainsi, considérons un diagramme de carrés cartésiens

Qi
fi //

��

P

��

// N(C ↓ v)

N(p1)
��

∆0
i
// ∆m x

// NC .
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On montre qu’un tel diagramme se factorise en

N(x(i) ↓ v) fi //

N(p1)
��

P
g
//

��

N(x ↓ v)

N(p1)
��

// N(C ↓ v)

N(p1)
��

∆0
i

// ∆m η
// N(Om)

Nx
// NC ,

où η désigne le n-simplexe canonique de On et gfi = N(i∗) avec

i∗ : x(i) ↓ v → x ↓ v

le ∞-foncteur induit par i.
On procède en trois étapes :

(a) On commence par montrer que f0 est une équivalence faible. Plus précisément,
on montre que c’est un rétracte par déformation fort, produit fibré de trois
rétractes par déformation forts

N(x(0) ↓ u)
N(p1)

//

N(0∗)
��

N(O0)

N(0)
��

∆0
η

oo

0
��

N(x ↓ u)
N(p1)

// N(Om) ∆m .
η

oo

Pour ce faire, on utilise notamment le fait que 0 : D0 → On est un rétracte par
transformation oplax (proposition 5.3.8) et la sesquifonctorialité de la construc-
tion comma (théorème 3.6.10) pour obtenir qu’il en est de même de 0∗.

(b) On en déduit par deux sur trois que g est une équivalence faible.
(c) Ainsi, pour montrer que fi est une équivalence faible, il suffit de montrer que i∗

en est une. Or, en utilisant encore une fois la sesquifonctorialité de la construc-
tion comma, on obtient une transformation oplax

x(i)\B
x(l)\B

//

i∗
""

x(0)\B

0∗
||

x ↓ u

px

,

où l est n’importe quel morphisme de 0 vers m dans Om. Puisqu’on a supposé v

colocalement homotopiquement constant, le∞-foncteur horizontal est une équi-
valence de Thomason. Par ailleurs, on a déjà montré que 0∗ est une équivalence
de Thomason. On obtient donc qu’il en est de même de i∗.

Remarque 7.1.6. — Le résultat de Rezk utilisé dans la démonstration précédente
est spécifique aux équivalences d’homotopie faibles et ne s’applique pas à un localisa-
teur fondamental simplicial quelconque au sens du paragraphe 6.2.4. Le théorème B
n’est pas valable pour un localisateur quelconque.
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On déduit du théorème précédent le théorème B sous sa formulation plus classique :

Corollaire 7.1.7 (Théorème B). — Si u : A→ B est un∞-foncteur colocalement
homotopiquement constant, alors, pour tout objet b de B, le carré cartésien

b\A

b\u

��

// A

u

��

b\B // B

est homotopiquement cartésien.

Démonstration. — C’est le théorème précédent appliqué à D0
b // B A

uoo .

Remarque 7.1.8. — Le cas 2-catégorique du corollaire précédent a été montré par
Cegarra [17].

Les deux théorèmes précédents peuvent se formuler en termes de produits fibrés
homotopiques :

Corollaire 7.1.9. — Soient

A
u // C B

voo

deux ∞-foncteurs. Si v est colocalement homotopiquement constant, alors la ∞-caté-
gorie comma u ↓ v est le produit fibré homotopique A×h

C B.

Démonstration. — En vertu du théorème 7.1.4, le carré

u ↓ v

��

// B

v

��

u ↓ C
p2

// C

est homotopiquement cartésien. Or, en vertu de la remarque 5.3.11, le ∞-foncteur u

se factorise en

A
j′
// u ↓ C

p2 // C ,
où j′ est une équivalence de Thomason, ce qui entraîne le résultat.

Corollaire 7.1.10. — Si u : A→ B est un ∞-foncteur colocalement homotopique-
ment constant et b est un objet de B, alors la tranche b\A est la fibre homotopique
de u en b.

Démonstration. — C’est un cas particulier du corollaire précédent.

Les énoncés précédents admettent des variantes pour les trois autres notions de
tranche :
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7.1.11. — On dit qu’un ∞-foncteur u : A → B est localement homotopique-
ment constant si, pour toute 1-cellule f : b → b′ de B, le ∞-foncteur induit
A/f : A/b → A/b′ est une équivalence de Thomason.

Théorème 7.1.12. — Soient

A
u // C B

voo

deux ∞-foncteurs. Si u est localement homotopiquement constant, alors le carré car-
tésien

u ↓ v

��

// A

u

��

C ↓ v
p1
// C

(variante du carré du paragraphe 7.1.3) est homotopiquement cartésien.

Démonstration. — Cela résulte du théorème 7.1.4 en utilisant la dualité X 7→ X◦

qui échange les tranches au-dessus et les tranches au-dessous (proposition 3.4.4), ren-
verse l’ordre dans la construction comma (proposition 3.6.5) et respecte les carrés
homotopiquement cartésiens puisqu’elle préserve les équivalences de Thomason (théo-
rème 5.1.4).

Théorème 7.1.13. — Soient

A
u // C B

voo

deux ∞-foncteurs. Si pour toute 1-cellule f : b→ b′ de B, le ∞-foncteur b′
co
\B → b

co
\B

(resp. le ∞-foncteur B
co
/ b → B

co
/ b′ ) est une équivalence de Thomason, alors le carré

cartésien
u ↓′ v

��

// B

v

��

u ↓′ C
p2

// C

(
resp.

u ↓′ v

��

// A

u

��

C ↓′ v
p1

// C

)

(variante du carré du paragraphe 7.1.3 pour la construction comma lax ↓′ introduite
au paragraphe 3.6.4) est homotopiquement cartésien.

Démonstration. — Cela se démontre par dualité comme dans la preuve de la variante
précédente.

Remarque 7.1.14. — Nous avons seulement énoncé les variantes du théorème 7.1.4
mais les trois corollaires qui le suivent admettent également des variantes analogues.
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7.2. Quelques applications

Nous allons donner quelques applications du théorème B ∞-catégorique. Tout
d’abord, le théorème B entraîne le théorème A non relatif.

Théorème 7.2.1 (Théorème A). — Soit u : A→ B un ∞-foncteur. Si pour tout
objet b de B, la tranche b\A est asphérique, alors u est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — L’hypothèse entraîne trivialement que le∞-foncteur u est coloca-
lement homotopiquement constant. Ainsi, en vertu du théorème B sous l’incarnation
du corollaire 7.1.10, pour tout objet b de B, la fibre homotopique de u en b est b\A
qui est asphérique. Or, un morphisme simplicial dont toutes les fibres homotopiques
sont triviales est une équivalence d’homotopie faible, et u est bien une équivalence de
Thomason.

Passons maintenant à une application aux espaces de lacets de ∞-catégories.

Théorème 7.2.2. — Soit C une ∞-catégorie muni d’un objet c0. Supposons qu’une
des deux conditions suivantes soit satisfaite :

(a) pour toute 1-cellule f : c→ c′ de C, le ∞-foncteur HomC(c′, c0)→ HomC(c, c0)
induit par f est une équivalence de Thomason ;

(b) pour toute 1-cellule f : c→ c′ de C, le ∞-foncteur HomC(c0, c)→ HomC(c0, c′)
induit par f est une équivalence de Thomason.

Alors HomC(c0, c0) est un modèle de l’espace des lacets de (C, c0), au sens où
N(HomC(c0, c0)) a le type d’homotopie de l’espace des lacets de (NC, c0).

Démonstration. — On vérifie (voir [T7, proposition B.6.2]) que si x et y sont deux
objets de C, alors la ∞-catégorie comma x ↓ y, où x et y sont vus comme des
∞-foncteurs D0 → C, est canoniquement isomorphe à la catégorie HomC(x, y)◦. Ainsi,
le corollaire 7.1.9 appliqué au ∞-foncteur D0 → C donne que, si pour toute 1-cellule
f : c → c′ de C, le ∞-foncteur induit HomC(c′, c0)◦ → HomC(c, c0)◦ est une équi-
valence de Thomason, alors HomC(c0, c0)◦ a le type d’homotopie du produit fibré
homotopique c0 ×h

C c0, c’est-à-dire de l’espace des lacets de (C, c0). On a donc ob-
tenu le résultat à une dualité près, et on conclut en utilisant le théorème 5.1.4 et le
corollaire qui le suit.

Nous allons maintenant donner quelques conséquences de ce résultat, notamment
en lien avec les espaces d’Eilenberg-Mac Lane.

7.2.3. — Soit M un monoïde commutatif. Pour tout n ⩾ 0, on notera BnM la
n-catégorie obtenue en suspendant n fois M . En particulier, on a

(BnM)k =
{
{∗} si 0 ⩽ k < n,
M si k = n.
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Théorème 7.2.4. — Pour tout groupe abélien π et tout n ⩾ 1, la ∞-catégorie Bnπ

est un K(π, n), au sens où son nerf N(Bnπ) est un K(π, n).

Démonstration. — Le résultat est bien connu si n = 1. Si n ⩾ 2, toutes les 1-cellules
de Bnπ sont triviales et le théorème précédent entraîne donc qu’un modèle de l’espace
des lacets de Bnπ est HomBnπ(∗, ∗) ≃ Bn−1π, d’où le résultat par récurrence.

Remarque 7.2.5. — Dans [9], Berger prouve que la réalisation topologique du nerf
cellulaire de Bnπ est un K(π, n), montrant ainsi que Bnπ est un K(π, n) en un sens
a priori différent (voir [9, corollaire 4.3 et section 4.10]). Il résulte de la comparaison
du nerf de Street et du nerf cellulaire que nous avons établie avec Maltsiniotis que ces
deux significations « d’être un K(π, n) » coïncident.

Théorème 7.2.6. — Soit π un groupe commutatif ordonné dont l’ensemble ordonné
sous-jacent est asphérique, en tant que catégorie. Notons π+ son monoïde des éléments
positifs. Alors, pour tout n ⩾ 1, la ∞-catégorie Bnπ+ est un K(π, n).

Démonstration. — L’inclusion π+ ⊂ π induit un ∞-foncteur Bnπ+ ↪→ Bnπ dont
nous allons montrer qu’il est une équivalence de Thomason. Pour cela, nous allons
utiliser le théorème A. Nous devons donc prouver que la ∞-catégorie ∗\Bnπ+ est
asphérique, ce que nous allons faire par récurrence sur n ⩾ 1. On vérifie que cette
∞-catégorie se décrit de la manière suivante : c’est la n-catégorie évidente dont la
(n − 1)-catégorie sous-jacente est Bn−1π et dont la catégorie des (n − 1)-cellules et
n-cellules est l’ensemble ordonné π. En particulier, pour n = 1, on obtient l’ensemble
ordonné π vu comme une catégorie, ce qui termine la démonstration dans ce cas. Si
n > 1, on a un isomorphisme

Hom∗\(Bnπ+)(∗, ∗) ≃ ∗\(Bn−1π+)

et, par hypothèse de récurrence, ces∞-catégories sont asphériques. On peut donc ap-
pliquer le théorème 7.2.2 et on obtient que l’espace des lacets de ∗\Bnπ+ est asphé-
rique. Puisque cette ∞-catégorie est trivialement connexe, cela entraîne qu’elle est
bien asphérique, d’où le résultat.

Exemple 7.2.7. — Pour tout n ⩾ 1, la ∞-catégorie BnN est un K(Z, n).

On termine par une application aux ∞-groupoïdes stricts.

7.2.8. — Rappelons qu’un ∞-groupoïde strict est une ∞-catégorie dont toutes les
i-cellules pour i > 0 admettent un inverse (strict) pour la composition ∗i−1.

On dispose d’une notion bien connue de d’équivalence de ∞-groupoïdes : un
∞-foncteur f : G→ H entre ∞-groupoïdes est une équivalence si

– pour tout objet y de H, il existe un objet x de G et une 1-cellule u(x) → y

de H,
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– pour tout i ⩾ 0, tout couple u, v de i-cellules parallèles de G et toute (i+1)-cel-
lule β : f(u) → f(v) de H, il existe une (i + 1)-cellule α : u → v de G et une
(i + 2)-cellule f(α)→ β de H.

On montre sans trop de difficulté (voir [T2, proposition 4.12]) que toute équi-
valence de ∞-groupoïdes est une équivalence de Thomason. La réciproque entre
∞-groupoïdes, plus délicate, est également vraie mais nous ne l’utiliserons pas dans
la suite.

Théorème 7.2.9. — Pour tout∞-groupoïde strict G muni d’un objet x, l’espace des
lacets de (G, x) est un produit d’espaces d’Eilenberg-Mac Lane (en incluant l’espace
discret K(E, 0), pour E un ensemble, parmi les espaces d’Eilenberg-Mac Lane).

Démonstration. — Puisque toute 1-cellule de G est inversible, l’hypothèse du théo-
rème 7.2.2 est satisfaite et on en déduit que HomG(x, x) a le type d’homotopie de
l’espace des lacets de (G, x). Puisque toutes les composantes connexes d’un espace de
lacets sont faiblement équivalentes, il suffit de montrer que la composante connexe
de 1x : x → x dans HomG(x, x) est équivalente à un produit d’espaces d’Eilenberg-
Mac Lane. Or, cette composante connexe est équivalente au sous-∞-groupoïde plein
de HomG(x, x) d’unique objet 1x. Cet∞-groupoïde s’obtient en « désuspendant » un
sous-∞-groupoïde G′ de G d’unique objet x et d’unique 1-cellule 1x. Mais l’argument
d’Eckman-Hilton entraîne qu’un tel∞-groupoïde est isomorphe à un produit de Bnπ,
d’où le résultat.





CHAPITRE 8

TYPES D’HOMOTOPIE ∞-CATÉGORIQUES

Dans ce chapitre, dont le contenu est extrait de [T4], écrit avec Maltsiniotis, nous
allons associer à tout complexe simplicial une ∞-catégorie libre au sens des poly-
graphes, sorte d’oriental généralisé, dont nous conjecturons qu’elle a le type d’homo-
topie du complexe simplicial de départ. Nous démontrons cette conjecture dans le
cas particulier où le complexe simplicial provient d’un ensemble ordonné. Ce résultat
suffit, au prix d’une subdivision barycentrique, à associer à tout CW-complexe régu-
lier une ∞-catégorie libre au sens des polygraphes de même type d’homotopie. Afin
de démontrer ce résultat, en plus d’utiliser des conséquences du théorème A et de
la comparaison des nerfs, on introduit diverses notions d’objet initial et d’objet final
dans une∞-catégorie. On montre, en utilisant la théorie de Steiner, que les orientaux
possèdent à la fois un objet « oplax-initial » et un objet « oplax-final », ce qui entraîne
que certains Hom itérés dans les orientaux sont asphériques en un sens très fort, ce
que l’on peut interpréter comme des résultats de cohérence.

8.1. L’oriental associé à un complexe simplicial

Commençons par quelques préliminaires sur les complexes simpliciaux.

8.1.1. — On rappelle qu’un complexe simplicial (E, Φ) est un ensemble ordonné E,
muni d’un sous-ensemble Φ de l’ensemble ξE des parties finies non vides totalement
ordonnées de E, vérifiant les deux conditions suivantes :

(a) pour tout x dans E, le singleton {x} appartient à Φ ;
(b) si S appartient à Φ, alors tout sous-ensemble non vide de S appartient à Φ.

Si (E, Φ) et (E′, Φ′) sont deux complexes simpliciaux, un morphisme du premier vers
le second est la donnée d’une application croissante (au sens large) f : E → E′

envoyant tout élément de Φ sur un élément de Φ′. On notera CS la catégorie des
complexes simpliciaux et des morphismes entre ceux-ci. Cette catégorie est complète
et cocomplète.
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8.1.2. — Le foncteur « ensemble ordonné sous-jacent à un complexe simplicial »
admet un adjoint à gauche et un adjoint à droite. On notera κ : Ord → CS, où Ord
désigne la catégorie des ensembles ordonnés, son adjoint à droite. Explicitement, si
E est un ensemble ordonné, on a κ(E) = (E, ξE). On vérifie immédiatement que ce
foncteur est pleinement fidèle et on identifiera Ord à une sous-catégorie pleine de CS
via le foncteur κ.

8.1.3. — En restreignant le foncteur κ : Ord → CS, on obtient un foncteur
κ : ∆→ CS et donc un couple de foncteurs adjoints

κ! : ∆̂→ CS ⊣ κ∗ : CS → ∆̂ ,

la catégorie CS étant cocomplète. Explicitement, si (E, Φ) est un complexe simplicial,
on a

κ∗(E, Φ)n = HomCS((∆n, ξ∆n), (E, Φ))
≃ {i0 ⩽ . . . ⩽ in ∈ E | {i0, . . . , in} ∈ Φ} .

Nous allons maintenant associer à tout complexe simplicial une ∞-catégorie libre
au sens des polygraphes.

8.1.4. — Si (E, Φ) est un complexe simplicial, on lui associe une∞-catégorie O(E,Φ)
en posant

O(E,Φ) = νcκ∗(E, Φ) .
Autrement dit, on définit un foncteur O : CS → ∞-Cat en composant

CS κ∗
// ∆̂ c // Cda

ν // ∞-Cat

(voir l’exemple 2.2.2 pour la définition de c et le paragraphe 2.2.5 pour celle de ν).
Le composé

∆ // Ord κ // CS κ∗
// ∆̂ ,

où la flèche de gauche est l’inclusion canonique, n’étant autre que le plongement de
Yoneda, on a

On = O(∆n,ξ∆n) .
Lorsque E est un ensemble ordonné, on notera parfois

OE = O(E,ξE) .

Théorème 8.1.5. — Pour tout complexe simplicial (E, Φ), le complexe dirigé aug-
menté cκ∗(E, Φ) est un complexe de Steiner fort de base

{(i0, . . . , ip) | p ⩾ 0, i0 < · · · < ip, {i0, . . . , ip} ∈ Φ}.

En particulier, la ∞-catégorie O(E,Φ) est libre au sens des polygraphes, engendrée par
les atomes ⟨i0, . . . , ip⟩ correspondant.

Démonstration. — La preuve, essentiellement technique, est inspirée du cas de c(∆n),
traité par Steiner [70, exemple 3.8]. Voir [T4, théorème 8.6].
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Théorème 8.1.6. — Pour tout complexe simplicial (E, Φ), la ∞-catégorie O(E,Φ)
est canoniquement isomorphe à c∞κ∗(E, Φ), où c∞ désigne l’adjoint à gauche du nerf
de Street.

Démonstration. — On dispose d’un ∞-foncteur canonique

c∞κ∗(E, Φ) // νλc∞κ∗(E, Φ) ∼ // νcκ∗(E, Φ) = O(E,Φ) ,

la flèche de gauche étant le morphisme d’adjonction, et celle de droite étant induite
par l’isomorphisme λc∞ ≃ c qui résulte du fait que ces deux foncteurs qui commutent
aux limites inductives coïncident sur les représentables.

On vérifie qu’on a un isomorphisme canonique

κ∗(E, Φ) ≃ lim−→
S∈Φ

κ∗(S, ξS) .

Par ailleurs, on montre, en utilisant le théorème précédent, qu’on a un isomorphisme
canonique

O(E,Φ) ≃ lim−→
S∈Φ
O(S,ξS) .

On en déduit qu’on peut se ramener au cas où (E, Φ) est un ensemble totalement
ordonné fini non vide, c’est-à-dire est isomorphe à un ∆n, cas qui est immédiat. On
renvoie à [T4, théorème 9.5] pour plus de détails.

8.1.7. — Si E est un ensemble ordonné, on peut décrire en basse dimension la
∞-catégorie OE de la manière suivante.

Les objets de OE sont les éléments de E.
Pour tous i < j dans E, on a une 1-cellule ⟨i, j⟩ : i → j dans OE et les 1-cellules

de OE sont engendrées librement par ces 1-cellules. Ainsi, si i et j sont deux objets
de OE , il existe une 1-cellule de i vers j dans OE si et seulement si i ⩽ j et, dans
ce cas, les 1-cellules de i vers j sont en bijection avec les parties finies totalement
ordonnées de E de plus petit élément i et de plus grand élément j.

Pour tous i < j < k dans E, on a une 2-cellule ⟨i, j, k⟩ dans OE qui s’inscrit dans
un triangle

k

i
⟨i,j⟩

//

⟨i,k⟩

@@

j

⟨j,k⟩

OO

⟨i,j,k⟩ �"

et les 2-cellules de OE sont engendrées librement par ces 2-cellules. En particulier,
si S et T sont deux parties de E correspondant à des 1-cellules d’un objet i vers un
objet j, alors il existe une 2-cellule de S vers T dans OE si et seulement si S ⊂ T et on
peut alors représenter les 2-cellules de S vers T comme des forêts d’arbres trivalents
comme suit. Si S = {s0 < · · · < sp} et T = {t0 < · · · < tq}, avec s0 = t0, sp = tq
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et S ⊂ T , alors les 2-cellules de S vers T sont en bijection avec les suites d’arbres
trivalents planaires (Al)1⩽l⩽p tels que le nombre de feuilles de Al, pour 1 ⩽ l ⩽ p,
soit le cardinal de l’ensemble des t dans T tels que sl−1 < t ⩽ sl. Voici un exemple
pour T = {t0 < · · · < t8} et S = {t0 < t3 < t5 < t8} :

t0

t1

t2

t3

t4

t5

t6

t7

t8

Dans cette représentation, l’arbre

i

j

k

correspond à la 2-cellule génératrice ⟨i, j, k⟩.
Pour tous i < j < k < l dans E, on a une 3-cellule ⟨i, j, k, l⟩ dans OE

i
⟨i,l⟩

//

⟨i,j⟩

��

⟨i,k⟩

��

l i
⟨i,l⟩

//

⟨i,j⟩

��

l

j
⟨j,k⟩

// k

⟨k,l⟩

OO

j
⟨j,k⟩

//

⟨j,l⟩

@@

k

⟨k,l⟩

OO

⟨i,j,k,l⟩*4

⟨j,k,l⟩ �"⟨i,j,k⟩|�

⟨i,j,l⟩
��

⟨i,k,l⟩
��

ou, dans la représentation des 2-cellules en termes d’arbres,

i

j

k

l

⟨i,j,k,l⟩*4

i

j

k

l

et les 3-cellules de OE sont engendrées librement par ces 3-cellules.

8.2. Objets initiaux et finaux

Le but de cette section est de montrer que les orientaux admettent des objets
initiaux et finaux en un sens adéquat, et d’en déduire des propriétés d’asphéricité de
certaines ∞-catégories de cellules des orientaux.
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8.2.1. — Soient C une ∞-catégorie et c0 un objet de C. Une contraction initiale
de C centrée en c0 est une transformation oplax α : c0 ⇒ 1C , où c0 : C → C dé-
signe le∞-foncteur constant de valeur c0, qui satisfait aux conditions supplémentaires
suivantes :

(a) αc0 = 1c0 ;
(b) pour toute cellule x de C, on a ααx

= 1αx
.

On dit qu’un objet c0 d’une∞-catégorie C est oplax-initial s’il existe une contraction
de C centrée en c0.

On définit de même la notion de contraction finale en renversant le sens de la
transformation oplax en α : 1C ⇒ c0. On obtient ainsi une notion d’objet oplax-final.
Un objet oplax-final de C n’est rien d’autre qu’un objet oplax-initial de C◦.

8.2.2. — On dit qu’un objet c0 d’une ∞-catégorie C est quasi-initial si, pour tout
objet c de C, la∞-catégorie HomC(c0, c) admet un objet quasi-initial. Cette définition,
coïnductive, peut se comprendre de la manière suivante. On dit qu’un ensemble X

de cellules de C est quasi-initial si, pour tout i ⩾ 0, toute i-cellule x de X et toute
i-cellule y de C parallèle à x, il existe une (i + 1)-cellule de x vers y dans X. Par
définition, un objet c0 de C est quasi-initial s’il appartient à un ensemble quasi-initial
de cellules de C.

On définit de même la notion d’objet quasi-final d’une∞-catégorie. Un objet quasi-
final de C est exactement un objet quasi-initial de C◦.

Remarque 8.2.3. — Dans le cas où C est une n-catégorie pour n fini, on peut définir
les notions d’objets initial et final plus simplement par récurrence. Par exemple, pour
les objets quasi-initiaux :

(a) un objet d’une 0-catégorie C est quasi-initial s’il est l’unique objet de C ;
(b) un objet c0 d’une n-catégorie, pour n > 0, est quasi-initial si, pour tout objet c

de C, la (n− 1)-catégorie HomC(c0, c) admet un objet quasi-initial.

Proposition 8.2.4. — Tout objet oplax-initial (resp. oplax-final) d’une ∞-catégorie
est quasi-initial (resp. quasi-final).

Plus généralement, soit α une contraction initiale (resp. finale) d’une ∞-caté-
gorie C centrée en un objet c0. Alors toute cellule x de C telle que αx = 1x est
un objet quasi-initial (resp. quasi-final) de HomC(sx, tx), où on convient que cette
dernière ∞-catégorie est C dans le cas où x est un objet.

Démonstration. — On vérifie que

X = {c0} ∪ {αc | c cellule de C}

est un ensemble quasi-initial de C. Pour cela, on montre que si x est une cellule de X

et y une cellule de C parallèle à x, alors αy, qui est dans X, est bien une cellule de
source x et de but y. On renvoie à [T4, proposition B.13] pour plus de détails.
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Proposition 8.2.5. — Si une ∞-catégorie C admet un objet quasi-initial ou quasi-
final, alors elle est asphérique.

Démonstration. — Soit c0 un objet quasi-initial de C. On commence par montrer le
résultat par récurrence sur n ⩾ 0, dans le cas où C est une n-catégorie. Si n = 0, le
résultat est clair. Si n > 0, alors pour tout objet c de C, la (n−1)-catégorie HomC(c0, c)
admet un objet quasi-initial et est donc asphérique par hypothèse de récurrence.
L’asphéricité de C résulte donc du corollaire 6.1.6.

Le cas général résulte de l’assertion suivante : pour qu’une ∞-catégorie C soit
asphérique, il suffit que, pour tout k ⩾ 0, la k-catégorie τ i

k(C) soit asphérique. (C’est
une conséquence immédiate du fait que le πi d’un ensemble simplicial dépend unique-
ment de son (i + 1)-squelette.)

On renvoie à [T4, proposition B.7] pour plus de détails.

Notre principal outil pour construire des contractions sera la théorie de Steiner.

8.2.6. — On dira qu’un complexe dirigé augmenté K est décent si, pour tout x

dans K∗
0 , on a e(x) ⩾ 0. Si K est un tel complexe et c0 est une 0-chaîne positive telle

que e(c0) = 1, on vérifie immédiatement qu’on définit un endomorphisme f : K → K

en posant, pour x dans Kn,

f(x) =
{

e(x)c0 si n = 0,
0 si n > 0.

On appellera ce morphisme le morphisme constant de valeur c0 et on le notera par-
fois c0 : K → K.

Notons qu’une 0-chaîne positive c0 telle que e(c0) = 1 correspond précisément à un
objet de la∞-catégorie ν(K), qu’on notera également c0, et que ν(c0) : ν(K)→ ν(K)
est le ∞-foncteur constant de valeur c0.

8.2.7. — Soit K un complexe dirigé augmenté décent et soit c0 une 0-chaîne posi-
tive de K telle que e(c0) = 1. Une contraction initiale de K centrée en c0 est une
homotopie h (au sens des complexes dirigés augmentés, voir le paragraphe 3.2.8) de
c0 : K → K (voir le paragraphe précédent) vers 1K , qui est de carré nul, au sens où
pour toute chaîne x de K on a hh(x) = 0.

On définit de même la notion de contraction finale en renversant le sens de l’ho-
motopie h.

Proposition 8.2.8. — Soit K un complexe dirigé augmenté décent muni d’une
contraction initiale (resp. finale) centrée en une 0-chaîne c0. Alors la transformation
oplax associée à h (voir la proposition 3.2.9) est une contraction initiale (resp. finale)
de ν(K) centrée en c0.

Démonstration. — Donnons une indication sur la démonstration dans le cas initial.
Il est immédiat que la transformation oplax α associée à h a pour source c0 et but
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de 1ν(K). Par ailleurs, on vérifie que la condition hh = 0 entraîne les deux conditions
des contractions ∞-catégoriques (voir [T4, proposition B.18]).

Nous allons déduire de cette proposition que les orientaux admettent un objet
oplax-initial et un objet oplax-final.

Proposition 8.2.9. — Soit n ⩾ 0. Le complexe dirigé augmenté c∆n satisfait les
propriétés suivantes :

(a) La formule

h(i0, . . . , ip) = (0, i0, . . . , ip) ,

pour p ⩾ 0, où par convention (j0, . . . , jq) = 0 si les jl ne sont pas distincts,
définit une contraction initiale de c∆n centrée en (0).

(b) Les formules

h′(i0) =
∑

i0<k⩽n

(k − 1, k) ,

h′(i0, . . . , ip) =
∑

i0<k<i1

(k − 1, k, i1, . . . , ip) ,

pour p ⩾ 1, avec la même convention, définissent une contraction finale de c∆n

centrée en (n).

Démonstration. — Il s’agit de vérifier des conditions purement calculatoires. Voir
[T4, propositions 6.3 et 6.5].

Remarque 8.2.10. — Les homotopies h et h′ de l’énoncé précédent ont déjà été
considérées dans la preuve de la proposition 5.3.8 pour montrer que les ∞-foncteurs
0 : D0 → On et n : D0 → On sont des rétractes par transformation oplax forts. En fait,
si C est une∞-catégorie et c0 un objet de C, alors une contraction initiale (resp. finale)
de C centrée en c0 correspond à une structure de rétracte par transformation oplax
à gauche (resp. à droite) fort sur le ∞-foncteur c0 : D0 → C dont la transformation
oplax satisfait à la condition additionnelle (b) du paragraphe 8.2.1.

Théorème 8.2.11. — Soit n ⩾ 0. L’oriental On satisfait les propriétés suivantes :
(a) les objets 0 et n sont respectivement un objet oplax-initial et un objet oplax-final

de On ;
(b) si n ⩾ 1, les 1-cellules

0
⟨0,n⟩

// n et 0
⟨0,1⟩

// 1
⟨1,2⟩

// . . . n− 1
⟨n−1,n⟩

// n

sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de HomOn
(0, n) ;
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(c) si n ⩾ 2, les 2-cellules

0 ⟨0,1⟩
//

⟨0,2⟩

<<

⟨0,3⟩

AA

⟨0,n⟩

⟨0,n−1,n⟩

BB

1 ⟨1,2⟩
//

KS
⟨0,1,2⟩

2 ⟨2,3⟩
//

KS
⟨0,2,3⟩

3 . . . n

KS
. . .

et

0 . . .

⟨0,n⟩

⟨0,1,n⟩

AA
KS

. . .

n− 3 ⟨n−3,n−2⟩
//

⟨n−3,n⟩

??

n− 2 ⟨n−2,n−1⟩
//

⟨n−2,n⟩

==

KS
⟨n−3,n−2,n⟩

n− 1 ⟨n−1,n⟩
//

KS
⟨n−2,n−1,n⟩

n

sont respectivement un objet quasi-initial et un objet quasi-final de la (n−2)-ca-
tégorie HomOn

(⟨0, n⟩, ⟨n− 1, n⟩ · · · ⟨0, 1⟩).

Démonstration. — La première assertion résulte de la proposition précédente en vertu
de la proposition 8.2.8. Pour les deux autres assertions, grâce à la proposition 8.2.4,
en notant α et α′ les transformations oplax associées à h et h′, il suffit de vérifier que
αx = 1x et α′

x′ = 1x′ , pour x (resp. x′) les deux objets quasi-initiaux (resp. quasi-
finaux) apparaissant dans l’énoncé. En termes des homotopies h et h′, cela revient à
vérifier que

h(0, n) = 0 et h′((0, 1) + (1, 2) + · · ·+ (n− 1, n)) = 0 ,

et

h((0, 1, 2) + (0, 2, 3) + · · ·+ (0, n− 1, n)) = 0 ,

h′((0, 1, n) + (1, 2, n) + · · ·+ (n− 2, n− 1, n)) = 0 ,

ce qui résulte de simples calculs. On renvoie à la preuve de [T4, théorème 6.6] pour
plus de détails.
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8.3. Le type d’homotopie de l’oriental associé à un ensemble ordonné

8.3.1. — Soit (E, Φ) un complexe simplicial. On dispose d’un morphisme simplicial
canonique

κ∗(E, Φ)→ NO(E,Φ) .
En effet, en vertu du théorème 8.1.6, la ∞-catégorie O(E,Φ) est canoniquement iso-
morphe à c∞κ∗(E, Φ), et ce morphisme est donc induit par l’unité de l’adjonc-
tion c∞ ⊣ N .

Dans [T4, section 10], nous proposons avec Maltsiniotis la conjecture suivante :

Conjecture 8.3.2. — Pour tout complexe simplicial (E, Φ), le morphisme cano-
nique

κ∗(E, Φ)→ NO(E,Φ)

est une équivalence d’homotopie faible.

Nous prouvons ce résultat dans le cas particulier où le complexe simplicial provient
d’un ensemble ordonné. Une forme équivalente de ce cas particulier est donnée par le
théorème suivant :

Théorème 8.3.3. — Pour tout ensemble ordonné E, l’unique ∞-foncteur OE → E

induisant l’identité sur les objets est une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Notons que cet unique ∞-foncteur n’est autre que le morphisme
de troncation (on a τ i

1(OE) ≃ E). En vertu du théorème 5.1.7, il suffit de montrer
que pour tous objets i, j de OE , le ∞-foncteur

HomOE
(i, j)→ HomE(i, j)

est une équivalence de Thomason. Cela revient à montrer que la ∞-catégorie
HomOE

(i, j) est asphérique si i ⩽ j, et est vide sinon. Le second cas, ainsi que le cas
i = j, se traitent facilement en utilisant la description de OE donnée par la théorie
de Steiner (voir [T4, théorème 10.9]). Si i < j, alors on dispose d’une flèche ⟨i, j⟩
dans HomOE

(i, j) et, en vertu du corollaire 6.1.6, il suffit de montrer que pour toute
1-cellule x : i → j dans OE , la ∞-catégorie HomOE

(⟨i, j⟩, x) est asphérique. Or,
une telle 1-cellule x est un composé ⟨ip−1, ip⟩ · · · ⟨i0, i1⟩, avec i0 = i et ip = j et on
montre que cette ∞-catégorie est isomorphe à HomOp

(⟨0, p⟩, ⟨p− 1, p⟩ · · · ⟨0, 1⟩), qui
est bien une ∞-catégorie asphérique puisqu’elle admet un objet quasi-initial en vertu
du théorème 8.2.11. On en déduit le résultat. Voir [T4, théorème 10.8] pour plus de
détails.

Remarque 8.3.4. — Gagna a donné dans [39, section 6] une seconde preuve,
plus directe, de ce dernier théorème en montrant par des formules explicites que
NOE → NE est la rétraction d’un rétracte par déformation fort simplicial.
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Le théorème précédent permet de donner une représentation ∞-catégorique
agréable du type d’homotopie d’un CW-complexe régulier (c’est-à-dire dont les
applications d’attachement de cellules sont des homéomorphismes) :

Corollaire 8.3.5. — Soit X un CW-complexe régulier. Notons FX l’ensemble or-
donné de ses faces. Alors la ∞-catégorie OFX

a canoniquement le type d’homotopie
de X.

Démonstration. — Cela résulte du théorème précédent, ainsi que du fait que, si X

est un CW-complexe régulier, alors l’ensemble ordonné FX de ses faces se réalise en
une subdivision barycentrique de X, homéomorphe donc à X.



CHAPITRE 9

VERS UNE STRUCTURE
DE CATÉGORIE DE MODÈLES À LA THOMASON

POUR LES ∞-CATÉGORIES

Dans ce chapitre, nous présentons nos travaux avec Maltsiniotis en vue d’établir
l’existence d’une structure de catégorie de modèles sur n-Cat, d’équivalences faibles
les équivalences de Thomason : une structure « à la Thomason ». Nous commençons,
suivant [T3], par énoncer un théorème de Thomason abstrait, donnant des conditions
suffisantes sur un objet cosimplicial dans n-Cat pour qu’il induise une structure de
catégorie de modèles à partir de la structure de Kan-Quillen sur les ensembles sim-
pliciaux. L’objet cosimplicial auquel on souhaite appliquer ce résultat est celui des
orientaux. Pour celui-ci, on vérifie sans difficulté toutes les conditions du théorème
sauf deux : les conditions (d) et (e). La démonstration de la condition (e) est l’objet
d’un article [T4] qui a été présenté au chapitre précédent. Ainsi, la condition (d),
qui reste à ce jour ouverte, entrainerait l’existence de la structure de la catégorie de
modèles à la Thomason sur n-Cat. Nous démontrons cette dernière condition dans le
cas n = 2, établissant ainsi l’existence de cette structure pour 2-Cat. Nous donnons
quelques conditions nécessaires sur une 2-catégorie pour qu’elle soit un objet cofibrant
de cette structure. Enfin, suivant [T1], nous montrons qu’à tout localisateur fonda-
mental de 2-Cat au sens de Chiche, on peut associer une structure de catégorie de
modèles à la Thomason, dont nous étudions les propriétés.

9.1. Théorème de Thomason abstrait

Dans toute cette section, on fixe n ⩾ 1, en incluant le cas n =∞.

9.1.1. — Rappelons que si c : ∆→ n-Cat est un objet cosimplicial dans n-Cat, alors
on obtient une adjonction

τc : ∆̂→ n-Cat ⊣ Nc : n-Cat → ∆̂ ,
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où τc est l’unique extension de c à ∆̂ commutant aux limites inductives et Nc est le
foncteur nerf

C 7→ (∆n 7→ Homn-Cat(c∆n, C)) .
Si c : ∆→ n-Cat est fixé, on appellera Nc-équivalences faibles les n-foncteurs dont

l’image par Nc est une équivalence d’homotopie faible simpliciale.

Le théorème de Thomason abstrait donne des conditions suffisantes sur un objet
cosimplicial c : ∆ → n-Cat pour qu’on puisse transférer la structure de catégorie de
modèles de Kan-Quillen des ensembles simpliciaux sur n-Cat à travers l’adjonction

τc Sd2 : ∆̂→ n-Cat ⊣ Ex2Nc : n-Cat → ∆̂ ,

où Sd désigne le foncteur de subdivision barycentrique de Kan et Ex son adjoint
à droite. Ces conditions sont extraites d’une analyse fine de la reformulation par
Cisinski [26, section 5.2] de la preuve de Thomason, dans le cas de Cat. Elles font
intervenir de manière cruciale les notions de crible et de cocrible.

9.1.2. — Rappelons qu’un crible d’une catégorie C est une sous-catégorie pleine C ′

de C vérifiant la propriété suivante : si f : c→ c′ est une flèche de C avec c′ un objet
de C ′, alors c est un objet de C ′. De même, une sous-catégorie pleine C ′ de C est un
cocrible de C si dès que f : c′ → c est un morphisme de C avec c′ un objet de C ′,
alors c est un objet de C ′.

On définit de manière analogue les notions de crible et de cocrible d’une n-catégorie.
Soit C une n-catégorie. Un crible de C est une sous-n-catégorie pleine de C (c’est-à-
dire telle que HomC′(x, y) = HomC(x, y), pour tout couple x, y d’objets de C ′) telle
que, pour toute cellule x de C, si le 0-but de x est dans C ′, alors il en est de même de
la 0-source. On définit la notion de cocrible en inversant le 0-but et la 0-source. Dans
les deux cas, il est immédiat qu’il suffit de demander ces conditions lorsque x est une
1-cellule.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème de Thomason abstrait :

Théorème 9.1.3. — Soit c : ∆ → n-Cat un objet cosimplicial dans n-Cat. On
suppose que

(a) le foncteur Nc : n-Cat → ∆̂ préserve les petites limites inductives filtrantes ;
(b) le foncteur Nc envoie tout carré cocartésien formé de cocribles de n-Cat sur un

carré cocartésien ;
(c) le foncteur τcN : Cat → n-Cat envoie tout crible (resp. tout cocrible) entre

ensembles ordonnés sur un crible (resp. un cocrible) de n-Cat ;
(d) si i : E′ ↪→ E est un crible entre ensembles ordonnés qui admet une rétrac-

tion qui est aussi un adjoint à droite, alors τcNi est une Nc-équivalence faible
coüniverselle, c’est-à-dire est une Nc-équivalence faible et le reste après tout
cochangement de base ;
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(e) pour tout ensemble ordonné E, le morphisme d’adjonction NE → NcτcNE est
une équivalence d’homotopie faible.

Alors il existe une structure de catégorie de modèles sur n-Cat dont les équivalences
faibles sont les Nc-équivalences faibles et dont les fibrations sont les n-foncteurs u tels
que Ex2Ncu soit une fibration de Kan. Cette structure est combinatoire de cofibra-
tions génératrices τc Sd2(I) et de cofibrations triviales génératrices τc Sd2(J), où Sd
désigne le foncteur de subdivision barycentrique de Kan, et I et J les cofibrations et
cofibrations triviales génératrices de la structure de Kan-Quillen présentées dans le
paragraphe 1.3.1. De plus, cette structure est propre.

Démonstration. — C’est le cas particulier C = n-Cat de [T3, théorème 4.11] (au détail
près que la condition (d) est remplacée par la condition (d′) de [T3, remarque 4.13]).
La preuve est inspirée de la démonstration du théorème originel de Thomason par
Cisinski [26, section 5.2], elle-même inspirée de la preuve de Thomason [75].

Remarque 9.1.4. — Dans [T3], le théorème de Thomason abstrait est énoncé dans
un cadre plus général : la catégorie n-Cat est remplacée par une catégorie C possédant
une « bonne théorie des cribles et cocribles ».

9.2. Vers un théorème de Thomason pour les n-catégories

Le but de cette section est d’étudier les conditions du théorème de Thomason
abstrait dans le cas particulier de l’objet cosimplicial des orientaux O : ∆→∞-Cat,
ou des orientaux tronqués τ i

nO : ∆→ n-Cat.

On fixe toujours n ⩾ 1, en incluant le cas n =∞.

9.2.1. — Notons

cn : ∆̂→ n-Cat ⊣ Nn : n-Cat → ∆̂ ,

l’adjonction associée à l’objet cosimplicial τ i
nO : ∆→ n-Cat, où τ i

n dans le cas n =∞
désigne le foncteur identité. (Le foncteur Nn a déjà été introduit au paragraphe 4.1.5.)
Si C est une n-catégorie, on a NnC = NC et, si X est un ensemble simplicial, on a
un isomorphisme canonique cnX ≃ τ i

nc∞X.

Proposition 9.2.2. — L’objet cosimplicial τ i
nO : ∆ → n-Cat vérifie les trois pre-

mières conditions du théorème de Thomason abstrait. Autrement dit,
(a) le foncteur Nn commute aux petites limites inductives filtrantes ;
(b) le foncteur Nn envoie tout carré cocartésien de n-Cat formé de cocribles sur un

carré cocartésien de ∆̂ ;
(c) le foncteur cnN envoie tout crible (resp. tout cocrible) entre ensembles ordonnés

sur un crible (resp. un cocrible) de n-Cat.
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Démonstration. — Voir [T3, proposition 5.3]. Donnons quelques éléments de preuve.
La première assertion résulte facilement du fait que On est une n-catégorie finie. La
deuxième se démontre « à la main » une fois qu’on a observé qu’un carré cocarté-
sien de cocribles est également cartésien. Enfin, la troisième assertion peut se mon-
trer directement mais résulte également de la description concrète de la ∞-catégorie
OE ≃ c∞NE (voir les théorèmes 8.1.5 et 8.1.6).

Proposition 9.2.3. — L’objet cosimplicial τ i
nO : ∆ → n-Cat vérifie la dernière

condition du théorème de Thomason abstrait. Autrement dit,
(e) pour tout ensemble ordonné E, le morphisme d’adjonction NE → NncnNE est

une équivalence d’homotopie faible.

Démonstration. — En vertu des égalités triangulaires, il s’agit de montrer que le
morphisme NncnNnE → NnE induit par la coünité de l’adjonction cn ⊣ Nn est une
équivalence faible simpliciale. Dans le cas n =∞, le théorème 8.1.6 permet d’identifier
ce morphisme avec le nerf de Street du∞-foncteur canonique OE → E. La proposition
découle donc du théorème 8.3.3 qui affirme que ce ∞-foncteur est une équivalence
de Thomason. Le cas n fini est conséquence du résultat analogue affirmant que le
n-foncteur cnOE → E est une équivalence de Thomason, résultat qui se démontre de
manière similaire (voir [T4, théorème 10.9]).

Remarque 9.2.4. — Dans le cas n = 1, la flèche de l’énoncé est un isomorphisme
par pleine fidélité du nerf, et le résultat est donc trivial.

9.2.5. — Ainsi, en vertu du théorème de Thomason abstrait (théorème 9.1.3) et des
résultats de cette section, pour qu’il existe une structure de catégorie de modèles sur
n-Cat à la Thomason, il suffit de montrer la condition suivante :

(d) si i : E′ ↪→ E est un crible entre ensembles ordonnés qui admet une rétraction
qui est aussi un adjoint à droite, alors le n-foncteur cnNi est une équivalence
de Thomason coüniverselle.

Sous cette hypothèse, on obtiendrait une adjonction de Quillen

cn Sd2 : ∆̂→ n-Cat ⊣ Ex2Nn : n-Cat → ∆̂ ,

qui, en utilisant le théorème de Gagna (théorème 5.4.1), serait une équivalence de
Quillen.

Remarque 9.2.6. — Dans le cas n = 1, le foncteur c1Ni s’identifie à i. Or, un i

comme dans la condition (d) est un rétracte par transformation fort et cette propriété
est stable par image directe. Un tel i est donc bien une équivalence de Thomason
coüniverselle et on retrouve le théorème de Thomason classique dans le cas de Cat.

La condition (d) n’a toujours pas été établie dans le cas général et l’existence de
la structure à la Thomason sur n-Cat reste conjecturale. Dans la section suivante, on
présente la preuve du cas n = 2.
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9.3. La structure à la Thomason sur 2-Cat

9.3.1. — Dans cette section, on présente la preuve de l’existence d’une structure à
la Thomason sur 2-Cat. Comme on l’a vu dans la section précédente, pour obtenir
une telle structure, il suffit de montrer que

(d) si i : E′ ↪→ E est un crible entre ensembles ordonnés qui admet une rétraction
qui est aussi un adjoint à droite, alors le 2-foncteur c2Ni est une équivalence de
Thomason coüniverselle.

On a vu que dans le cas 1-catégorique, c1Ni est un rétracte par transformation fort,
ce qui permettait de conclure. Il est faux que c2Ni soit un rétracte par transformation
oplax ou lax. C’est un rétracte par déformation en un sens plus subtil.

9.3.2. — Rappelons que si C et D sont des 2-catégories, un 2-foncteur oplax nor-
malisé u : C → D est un « 2-foncteur qui respecte strictement les identités mais ne
respecte la composition horizontale qu’à une contrainte oplax près ». Plus précisément,
un 2-foncteur oplax normalisé consiste en la donnée

– d’un morphisme u entre les 2-graphes sous-jacents ;
– pour tout couple x

f−→ y
g−→ z de 1-flèches composables de C, une contrainte de

fonctorialité oplax, c’est-à-dire une 2-cellule

u(g, f) : u(gf)⇒ u(g)u(f)

de D,
satisfaisant aux conditions suivantes :

– u respecte les identités des objets et des 1-cellules ;
– u respecte la composition verticale des 2-cellules (c’est-à-dire la composition ∗1) ;
– pour toute 1-cellule f : x→ y de C, on a

u(f, 1x) = 1u(f) = u(1y, f) ;

– pour tout triplet x
f−→ y

g−→ z
h−→ t de 1-flèches composables de C, on a

(u(h) ∗0 u(g, f))u(h, gf) = (u(h, g) ∗0 u(f))u(hg, f) ;

– pour tout couple

x

f
&&

g

88�� α y

k
&&

l

88�� β z

de 2-flèches composables horizontalement (c’est-à-dire pour la composition ∗0)
de C, on a

u(l, g)u(β ∗0 α) = (u(β) ∗0 u(α))u(k, f) .

9.3.3. — Si u, v : C → D sont deux 2-foncteurs stricts, une homotopie oplax nor-
malisée H de u vers v, ce qu’on notera H : u⇒ v, est un foncteur oplax normalisé

H : ∆1 × C → D
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rendant commutatif le diagramme

C

u

%%

{0}×C

��

∆1 × C
H // D

C

v

99

{1}×C

OO

.

Un rétracte par déformation oplax normalisée est un 2-foncteur strict i : C → D

admettant une rétraction par un 2-foncteur strict r : D → C et une homotopie oplax
normalisée H : ir ⇒ 1D.

Dans la suite de cette section, tous les 2-foncteurs oplax (et donc toutes les homo-
topies et tous les rétractes par déformation oplax) qui apparaîtront seront normalisés
et on se permettra donc d’omettre l’adjectif « normalisé ».

Proposition 9.3.4. — Tout rétracte par déformation oplax est une équivalence de
Thomason.

Démonstration. — L’assertion n’est pas évidente a priori puisque, une homotopie
H : ∆1 × C → D d’un tel rétracte étant un 2-foncteur oplax, il n’est pas clair qu’elle
induise une homotopie simpliciale. Néanmoins, on peut montrer que le nerf de Street
2-catégorique se prolonge naturellement aux 2-foncteurs oplax normalisés. En effet,
on vérifie que ce foncteur est canoniquement isomorphe au foncteur de 2-Cat dans ∆̂
défini par

C 7→ (∆n 7→ {2-foncteurs oplax normalisés de ∆n vers C})

(voir l’avant-dernier exercice de [73]). Or, cette expression est clairement fonctorielle
en les 2-foncteurs oplax normalisés.

9.3.5. — On dit qu’un 2-foncteur strict i : A→ B est un crible rétracte par déforma-
tion oplax spécial si i correspond à l’inclusion d’un crible et s’il existe une rétraction
r : D → C et une homotopie oplax (normalisée) H : ir ⇒ 1D satisfaisant aux axiomes
supplémentaires suivants :

– le rétracte par déformation est fort au sens où on a

H(1∆1 × i) = ipA ,

où pA : ∆1 ×A→ A désigne la deuxième projection ;
– pour tout couple x

f−→ y
g−→ z de 1-flèches composables de B avec f dans A, on a

H(0→ 1, gf) = H(0→ 1, g)H(0, f) ,

et la contrainte de fonctorialité correspondante est triviale.
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Munis de cette notion de crible rétracte par déformation oplax spécial, nous pou-
vons passer à la démonstration de la condition (d) dans le cas de 2-Cat.

Proposition 9.3.6. — Si i : E′ ↪→ E est un crible entre ensembles ordonnés qui
admet une rétraction qui est aussi un adjoint à droite, alors le 2-foncteur c2Ni est
un crible rétracte par déformation oplax spécial.

Démonstration. — La rétraction est donnée par c2Nr, où r est la rétraction de i qui
est aussi un adjoint à droite. L’homotopie se définit par des formules explicites qui uti-
lisent la description concrète de c2NE, description qui résulte de celle de cNE ≃ OE

mais peut s’obtenir plus directement dans le cas 2-catégorique. Voir [T3, proposi-
tion 6.25].

Proposition 9.3.7. — La classe des cribles rétractes par déformation oplax spéciaux
est stable par image directe dans 2-Cat.

Démonstration. — Plus précisément, on montre que si i : A → B, r et H sont
comme dans la définition d’un crible rétracte par déformation oplax spécial, alors
pour toute image directe i′ de i, il existe r′ et H ′ uniques, compatibles à r et H,
satisfaisant aux conditions qui font de i′ un crible rétracte par déformation oplax
spécial. La démonstration de ce fait occupe la trentaine de pages de calcul de la
section 7 de [T3].

Corollaire 9.3.8. — Tout crible rétracte par déformation oplax spécial est une équi-
valence de Thomason coüniverselle de 2-Cat.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la proposition précédente et
du fait que les rétractes par déformation oplax spéciaux sont des équivalences de
Thomason (proposition 9.3.4).

On en déduit l’existence de la structure à la Thomason sur 2-Cat :

Théorème 9.3.9. — Il existe une structure de catégorie de modèles sur 2-Cat dont
les équivalences faibles sont les équivalences de Thomason et dont les fibrations sont
les 2-foncteurs stricts u tels que Ex2N2u soit une fibration de Kan. Cette structure
est combinatoire de cofibrations génératrices c2 Sd2(I) et de cofibrations triviales gé-
nératrices c2 Sd2(J). De plus, cette structure est propre.

Par ailleurs, l’adjonction

c2 Sd2 : ∆̂→ 2-Cat ⊣ Ex2N2 : 2-Cat → ∆̂ ,

est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — Le corollaire précédent établit la condition (d), dernière condi-
tion pour pour pouvoir appliquer le théorème de Thomason abstrait (voir le para-
graphe 9.2.5). On obtient ainsi la structure de catégorie de modèles et l’adjonction de
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Quillen. Le fait qu’on obtienne une équivalence de Thomason résulte du cas n = 2 du
théorème de Gagna (théorème 5.4.1), cas particulier qui est dû à Chiche.

Remarque 9.3.10. — L’existence de cette structure de catégorie de modèles a été
affirmée dans [77]. Néanmoins, la preuve qui y est exposée contient deux trous sérieux
qui correspondent aux conditions (d) et (e) de notre théorème de Thomason abstrait.
Un corrigendum a été publié [78]. La preuve qui y est donnée de la condition (e)
est originale et de nature simpliciale ; elle a inspiré la preuve de la condition (e)
n-catégorique de Gagna. La preuve de la condition (d) reste incomplète.

Remarque 9.3.11. — Les foncteurs c2 Sd2 : ∆̂ → 2-Cat et Ex2N2 : 2-Cat → ∆̂
respectent tous les deux les équivalences faibles. C’est évident pour le second et, pour
le premier, cela résulte du fait qu’il est un foncteur de Quillen à gauche de source une
catégorie de modèles dont tous les objets sont cofibrants. On en déduit que l’unité
et la coünité de l’équivalence de Quillen c2 Sd2 ⊣ Ex2N2 sont des équivalences faibles
argument par argument. En particulier, si X est un ensemble simplicial, alors la
2-catégorie c2 Sd2 X a le type d’homotopie de X, au sens où N2c2 Sd2 X est faiblement
équivalent à X (par l’intermédiaire de Ex2N2c2 Sd2 X).

En combinant le théorème précédent et le théorème B de Quillen, on peut mettre
en évidence le mauvais comportement homotopique de l’adjoint à gauche du nerf de
Street :

Proposition 9.3.12. — Le foncteur cn : ∆̂→∞-Cat, pour 1 ⩽ n ⩽∞, ne respecte
pas les équivalences faibles, au sens où il existe une équivalence d’homotopie faible
dont l’image par cn n’est pas une équivalence de Thomason.

Démonstration. — Considérons l’ensemble simplicial ∆2/∂∆2, obtenu en quotientant
le 2-simplexe par son bord. Nous allons montrer que l’équivalence faible canonique

Sd2(∆2/∂∆2)→ ∆2/∂∆2

n’est pas envoyée par cn sur une équivalence de Thomason. Le résultat étant bien
connu pour n = 1, nous allons nous concentrer sur le cas n ⩾ 2. Observons tout
d’abord que si X est un ensemble simplicial de dimension au plus 2 (c’est-à-dire
dont tous les simplexes de dimension au moins 3 sont dégénérés), alors le n-foncteur
canonique

cnX → τ i
2cnX ≃ c2X

est un isomorphisme. Ainsi, quel que soit n ⩾ 2, n =∞ compris, le n-foncteur

cn Sd2(∆2/∂∆2)→ cn(∆2/∂∆2)

s’identifie au 2-foncteur

c2 Sd2(∆2/∂∆2)→ c2(∆2/∂∆2) .
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Or, le type d’homotopie de la source de ce 2-foncteur est, en vertu de la re-
marque 9.3.11, celui de ∆2/∂∆2, c’est-à-dire celui d’une sphère de dimension 2,
alors qu’on vérifie facilement que la 2-catégorie but c2(∆2/∂∆2) n’est autre que la
2-catégorie B2N, et que son type d’homotopie est donc, d’après le théorème 7.2.6,
celui d’un K(Z, 2).

Nous terminons cette section par quelques conditions nécessaires sur une 2-caté-
gorie pour qu’elle soit cofibrante pour cette structure de catégorie de modèles à la
Thomason.

Théorème 9.3.13. — Soit C une 2-catégorie cofibrante au sens de la catégorie de
modèles du théorème précédent. Alors

(a) la catégorie τb
1 (C) (voir le paragraphe 2.1.9) est libre sur un graphe ;

(b) la catégorie τ i
1(C) est un ensemble ordonné ;

(c) pour tous objets x et y de C, la catégorie HomC(x, y) est un ensemble ordonné.

Démonstration. — C’est [T3, théorème 8.2]. Voici quelques éléments de preuve.
La première assertion résulte du fait que τb

1 commute aux limites inductives et que
si i est une cofibration génératrice (ou même une inclusion entre ensembles ordonnés)
alors τb

1 c2Ni s’obtient comme composé transfini d’images directes de ∅ ↪→ D0 et
∂D1 ↪→ D1.

En ce qui concerne la deuxième, elle est conséquence du fait que le foncteur
τ i

1 : 2-Cat → Cat est un foncteur de Quillen à gauche pour les structures à la
Thomason, et du fait que les objets cofibrants de la structure de Thomason sur Cat
sont des ensembles ordonnés [75, proposition 5.7].

La dernière assertion est plus délicate à démontrer. Pour l’obtenir, on décrit expli-
citement les images directes d’un 2-foncteur de la forme c2Ni, où i est un crible d’en-
sembles ordonnés, le long de n’importe quel 2-foncteur strict [T3, proposition 8.16.4].
On en déduit que si A→ B est une cofibration et que A est une catégorie enrichie en
ensembles ordonnés, alors il en est de même de B, ce qui entraîne immédiatement le
résultat.

9.4. Structures à la Thomason sur 2-Cat et 2-localisateurs fondamentaux

Dans cette section, nous allons généraliser à 2-Cat des résultats de Cisinski pour Cat,
établissant en particulier, pour tout localisateur fondamental W vérifiant une hypo-
thèse ensembliste anodine, l’existence d’une structure de catégorie de modèles à la
Thomason sur 2-Cat de classe d’équivalences faibles W.

Commençons par rappeler les résultats de Cisinski.

9.4.1. — On dira qu’un localisateur fondamental de Cat (voir le paragraphe 1.2.10)
est accessible s’il est engendré par un ensemble de foncteurs, c’est-à-dire s’il est le
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plus petit localisateur fondamental de Cat au sens de l’inclusion qui contienne ledit
ensemble.

De même, un localisateur fondamental simplicial (voir le paragraphe 6.2.4) est
accessible s’il est engendré par un ensemble en un sens similaire.

On a vu au paragraphe 6.2.4 que le foncteur nerf N : Cat → ∆̂ induit une bijection

W 7→ N−1(W)

entre les localisateurs fondamentaux simpliciaux et les localisateurs fondamentaux
de Cat, l’inverse de cette bijection étant l’application

W 7→ i−1
∆ (W) ,

où i∆ est le foncteur catégorie des éléments. On peut par ailleurs vérifier que ces
applications préservent l’accessibilité des localisateurs.

Si W est une localisateur fondamental de Cat, on notera W∆ le localisa-
teur fondamental simplicial associé à W par cette bijection. Autrement dit, on
pose W∆ = i−1

∆ (W).

Remarque 9.4.2. — On peut déduire de résultats de Cisinski (et en particulier des
deux théorèmes suivants) que les notions d’accessibilité du paragraphe précédent coïn-
cident avec la plus classique notion de classe de flèches accessible dans une catégorie
accessible. Voir [T1, corollaire 2.11 et 2.13].

Théorème 9.4.3 (Cisinski). — Soit W une localisateur fondamental simplicial
accessible. La catégorie ∆̂ admet une structure de catégorie de modèles combinatoire
dont la classe des équivalences faibles est W et dont les cofibrations sont les mono-
morphismes.

Démonstration. — C’est une partie de [26, théorème 1.4.3].

Théorème 9.4.4 (Cisinski). — Soit W un localisateur fondamental de Cat ac-
cessible. La catégorie Cat admet une structure de catégorie de modèles combinatoire
propre à gauche dont les équivalences faibles sont les éléments de W, les cofibrations
les cofibrations de la structure de Thomason sur Cat (voir le théorème 1.3.4) et les
fibrations les foncteurs u tels que Ex2Nu soit une fibration de la structure de catégorie
de modèles sur ∆̂ associée à W∆ par le théorème précédent.

De plus, pour cette structure, l’adjonction

c1 Sd2 : ∆̂→ Cat ⊣ Ex2N : Cat → ∆̂ ,

où ∆̂ est munie de la structure associée à W∆, est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — Voir le théorème 5.2.15 de [26] et sa preuve.

Théorème 9.4.5 (Cisinski). — Soit W un localisateur fondamental de Cat acces-
sible. Les conditions suivantes sont équivalentes :
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(a) la structure de catégorie de modèles sur Cat associée à W par le théorème pré-
cédent est propre ;

(b) la structure de catégorie de modèles sur ∆̂ associée à W∆ par le théorème 9.4.3
est propre ;

(c) W est engendré par un ensemble de catégories, au sens où il existe un ensemble C
de catégories tel que W soit engendré par {C → e | C ∈ C}, où e désigne la
catégorie finale.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de différents résultats de Cisinski.
Voir [T1, théorème 6.2].

Nous allons maintenant généraliser les deux résultats précédents à 2-Cat. Nous
commençons par introduire la notion de localisateur fondamental de 2-Cat qui est
due à Chiche [23].

9.4.6. — On rappelle qu’on a défini au paragraphe 6.2.1 une notion de localisateur
fondamental de∞-Cat. Cette notion s’adapte à n-Cat pour tout n ⩾ 1. En particulier,
pour n = 2, on obtient la définition suivante.

Une classeW de 2-foncteurs est un localisateur fondamental de 2-Cat si elle satisfait
aux conditions suivantes :

(a) W est faiblement saturée ;
(b) pour toute 2-catégorie C, le ∞-foncteur de « projection » D1 ⊗2 C → C, où ⊗2

désigne le produit de Gray 2-catégorique, appartient à W ;
(c) W vérifie un théorème A pour les triangles commutatifs au sens où, pour tout

triangle commutatif de 2-foncteurs

A
u //

v
��

B

w
��

C ,

si pour tout objet c de C, le 2–foncteur c\A → c\B induit par u est dans W,
alors le 2-foncteur u est dans W.

Remarque 9.4.7. — Le produit de Gray 2-catégorique de deux 2-catégories A et B

peut se définir par la formule

A⊗2 B = τ i
2(A⊗B) ,

c’est-à-dire comme le 2-tronqué intelligent du produit de Gray ∞-catégorique.

Remarque 9.4.8. — Le deuxième axiome de Chiche (voir [23, section 6]) diffère du
nôtre mais lui est équivalent sous l’hypothèse des deux autres.

9.4.9. — De manière analogue au cas de Cat, on dit qu’un localisateur fondamental
de 2-Cat est accessible s’il est engendré par un ensemble de 2-foncteurs.
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Un résultat important de Chiche affirme l’existence d’une bijection croissante entre
les localisateurs fondamentaux de Cat et ceux de 2-Cat.

Théorème 9.4.10 (Chiche). — Le couple de foncteurs

ι : Cat ↪→ 2-Cat , i∆N2 : 2-Cat → Cat ,

où ι désigne l’inclusion canonique et N2 : 2-Cat → ∆̂ la restriction du nerf de Street
à 2-Cat, induit des bijections réciproques

W 7→ ι−1(W) =W ∩ Cat , W 7→ N−1
2 i−1

∆ (W)

entre la classe des localisateurs fondamentaux de 2-Cat et celle des localisateurs fon-
damentaux de Cat. De plus, cette bijection préserve l’accessibilité.

Démonstration. — Voir le théorème 6.33 et les propositions 6.47 et 6.48 de [23].

Remarque 9.4.11. — On déduit de ce résultat de Chiche et de la bijection de
Cisinski du paragraphe 9.4.1 une « trijection » entre les localisateurs fondamentaux
de Cat, de 2-Cat et ceux de ∆̂. Cette trijection préserve l’accessibilité. En particulier,
siW est un localisateur fondamental de 2-Cat, on obtient un localisateur fondamental
simplicial, qu’on notera W∆.

Énonçons maintenant nos résultats.

Théorème 9.4.12. — Soit W un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. La
catégorie 2-Cat admet une structure de catégorie de modèles combinatoire propre à
gauche dont les équivalences faibles sont les éléments de W, les cofibrations les co-
fibrations de la structure à la Thomason sur 2-Cat (voir le théorème 9.3.9) et les
fibrations les 2-foncteurs u tels que Ex2N2u soit une fibration de la catégorie de mo-
dèles associée à W∆ par le théorème 9.4.3.

Par ailleurs, pour cette structure, l’adjonction

c2 Sd2 : ∆̂→ 2-Cat ⊣ Ex2N2 : 2-Cat → ∆̂ ,

où ∆̂ est munie de la structure associée à W∆, est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — L’existence de la structure de catégorie de modèles s’établit en
appliquant le lemme de transfert (lemme 1.3.2) à l’adjonction

c2 Sd2 : ∆̂→ 2-Cat ⊣ Ex2N2 : 2-Cat → ∆̂

et à la structure de catégorie de modèles sur ∆̂ associée à W∆. Pour vérifier les
conditions du lemme, on utilise le cas déjà démontré où W est la classe W∞ des
2-foncteurs qui sont des équivalences de Thomason, c’est-à-dire le théorème 9.4.12, et
notamment le fait que dans ce cas l’équivalence de Quillen Ex2N2 préserve les carrés
homotopiquement cocartésiens. Voir [T1, théorème 4.6] pour plus de détails.

On obtient par le lemme de transfert que l’adjonction de l’énoncé est une adjonc-
tion de Quillen. Le fait qu’elle est une équivalence de Quillen résulte du cas deW∞ et
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de l’inclusionW∞ ⊂ W, qui elle résulte du théorème de minimalité de Cisinski (théo-
rème 1.2.11) et du fait que la bijection de Chiche entre les localisateurs fondamentaux
de Cat et de 2-Cat est croissante. Voir [T1, théorème 4.8].

Théorème 9.4.13. — SoitW un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. L’ad-
jonction

τ : 2-Cat → Cat ⊣ ι : Cat ↪→ 2-Cat ,
où τ désigne l’adjoint à gauche du foncteur d’inclusion ι, est une équivalence de
Quillen pour 2-Cat munie de la structure de catégorie de modèles associée à W par le
théorème précédent et Cat de la structure associée à W ∩ Cat par le théorème 9.4.4.

Démonstration. — Il résulte de la description des équivalences faibles et des fibrations
des deux structures que le foncteur ι les préserve. Ainsi, l’adjonction de l’énoncé est
une adjonction de Quillen. Puisque le foncteur ι préserve les équivalences faibles,
pour conclure, il suffit de voir que celui-ci induit une équivalence entre les catégories
homotopiques. Cela résulte de [23, théorème 6.33]. Voir [T1, théorème 5.6] pour plus
de détails.

Théorème 9.4.14. — Soit W un localisateur fondamental de 2-Cat accessible. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(a) la structure de catégorie de modèles sur 2-Cat associée à W par le théo-
rème 9.4.12 est propre ;

(b) la structure de catégorie de modèles sur Cat associée à W ∩ Cat par le théo-
rème 9.4.4 est propre ;

(c) la structure de catégorie de modèles sur ∆̂ associée à W∆ par le théorème 9.4.3
est propre ;

(d) W est engendré par un ensemble de 2-catégories, au sens où il existe un en-
semble C de 2-catégories tel que W soit engendré par {C → e | C ∈ C}, où e

désigne la 2-catégorie finale.
(e) W est engendré par un ensemble de 1-catégories, au sens où il existe un en-

semble C de 1-catégories tel que W soit engendré par {C → e | C ∈ C}, où e

désigne la 2-catégorie finale.

Démonstration. — Le résultat est conséquence du fait que les foncteurs

Cat ι // 2-Cat Ex2N2 // ∆̂

sont des foncteurs de Quillen à droite pour les catégories de modèles pertinentes, du
théorème analogue pour Cat (théorème 9.4.5) et du fait que, si W ∩ Cat est engendré
par un ensemble de catégories, alorsW est engendré par le même ensemble. Voir [T1,
théorème 6.4].





APPENDICE A

AUTRES TRAVAUX

Le corps de ce mémoire traite de mes travaux, pour la plupart en collaboration
avec Georges Maltsiniotis, sur la théorie de l’homotopie des ∞-catégories strictes.
Dans cet appendice, je vais donner un aperçu de mes autres résultats [A1, A2,
A3, A4, A5], en collaboration avec divers coauteurs, certains également en lien
avec les ∞-catégories strictes, mais la plupart à propos de structures dites faibles,
en particulier les (∞, n)-catégories et les ∞-opérades. J’insisterai surtout sur mes
travaux sur les (∞, n)-catégories, qui me semblent être les plus importants.

A.1. Un modèle pour les (∞, n)-catégories : les n-quasi-catégories

Dans cette section, je présente mes travaux sur les (∞, n)-catégories et en particu-
lier sur le modèle des n-quasi-catégories que j’ai introduit dans [A1].

A.1.1. Introduction aux (∞, n)-catégories

Les ∞-catégories strictes étudiées dans le corps de ce mémoire se révèlent être
un cadre trop restrictif lorsqu’on s’intéresse à ces ∞-catégories non pas comme à
des modèles des types d’homotopies mais comme à des structures supérieures per-
mettant d’organiser, par exemple, des structures algébriques supérieures. Ainsi, on
est naturellement conduit à relâcher la notion de ∞-catégorie stricte en une notion
de ∞-catégorie faible, variante dans laquelle les axiomes, comme par exemple celui
de l’associativité, ne sont vérifiés qu’à des cellules supérieures près, cellules vérifiant
elles-mêmes des axiomes de cohérence, cohérences vérifiant elles-mêmes des cohérences
supérieures, etc. La définition précise de ces ∞-catégories faibles est délicate et est
un domaine de recherche à elle seule, de nombreuses définitions ayant été proposées,
certaines comparées entre elles, d’autres non.

Un type de∞-catégories faibles particulièrement important, notamment en théorie
de l’homotopie, est celui des (∞, 1)-catégories. Moralement, une (∞, 1)-catégorie est
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une ∞-catégorie faible dont toutes les i-cellules, pour i > 1, sont (faiblement) inver-
sibles. Ainsi, si x et y sont deux objets d’une (∞, 1)-catégorie C, alors HomC(x, y)
est une ∞-catégorie faible dont toutes les cellules sont inversibles, c’est-à-dire un
∞-groupoïde faible. En vertu de l’hypothèse homotopique de Grothendieck, un tel
∞-groupoïde faible correspond à un type d’homotopie. On peut donc penser aux
(∞, 1)-catégories comme à des catégories faiblement enrichies en types d’homotopie.
Une des raisons de l’importance des (∞, 1)-catégories est que si M est une catégo-
rie de modèles, alors la catégorie homotopique Ho(M) est en fait naturellement une
(∞, 1)-catégorie. Ainsi, les (∞, 1)-catégories abondent.

Il existe plusieurs manières de formaliser les (∞, 1)-catégories : on parle de mo-
dèles. Généralement, les modèles sont définis comme des catégories de modèles, et
sont comparés entre eux par des zigzags d’équivalences de Quillen. Leurs catégories
homotopiques (et même (∞, 1)-catégories homotopiques) sont donc équivalentes, et
sont moralement la catégorie (ou la (∞, 1)-catégorie) des (∞, 1)-catégories.

Voici quelques exemples de modèles : les catégories simpliciales [35, 10], c’est-à-
dire les catégories enrichies en ensembles simpliciaux, les espaces complets de Segal
[66], les catégories de Segal [48], les quasi-catégories [52, 53], les catégories relatives
[4]. Ces modèles sont tous reliés entre eux par des équivalences de Quillen [11, 54, 4].

Le modèle le plus utilisé est sans doute celui des quasi-catégories, introduit par
Joyal [52, 53] puis développé de manière spectaculaire par Lurie [56, 58]. Par défi-
nition, une quasi-catégorie est un ensemble simplicial X tel que tout diagramme

Λk
n X

∆n

jn,k

(voir le paragraphe 1.3.1 pour la définition de jn,k), pour n ⩾ 2 et 0 < k < n, admette
un relèvement

Λk
n X

∆n .

jn,k

Ces relèvements doivent être pensés comme des opérations de composition, ou de
production de cohérences supérieures. Joyal a défini une structure de catégorie de
modèles sur les ensembles simpliciaux dont les objets fibrants sont exactement les
quasi-catégories.

Un second modèle très utilisé est celui des espaces complets de Segal, introduit par
Rezk [66]. Un espace de Segal est un préfaisceau simplicial sur ∆ (qu’on peut voir
comme un ensemble bisimplicial) fibrant au sens de Reedy (condition technique dont
le but est d’assurer que certains produits fibrés sont des produits fibrés homotopiques)
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tel que, pour tout k ⩾ 2, le morphisme simplicial de Segal

Xk → X1 ×X0 · · · ×X0 X1

soit une équivalence d’homotopie faible. (Nous passons sous silence la condition de
complétude.) Rezk a défini une structure de catégorie de modèles sur les préfais-
ceaux simpliciaux sur ∆ dont les objets fibrants sont exactement les espaces complets
de Segal. Les catégories de modèles des quasi-catégories et des espaces complets de
Segal ont été comparées par deux équivalences de Quillen distinctes par Joyal et
Tierney [54].

De la même manière que la catégorie des petites catégories est secrètement une 2-ca-
tégorie, la (∞, 1)-catégorie des petites (∞, 1)-catégories est secrètement une (∞, 2)-ca-
tégorie. Qu’est-ce qu’une (∞, 2)-catégorie ? Plus généralement, pour n ⩾ 0, une
(∞, n)-catégorie est moralement une ∞-catégorie dont les k-cellules, pour k > n,
sont (faiblement) inversibles. Les (∞, n)-catégories apparaissent naturellement dans
de nombreux contextes, et notamment dans les travaux de Lurie sur l’hypothèse du co-
bordisme [57] ou, dans le cas n = 2, ceux de Gaitsgory sur le programme de Langlands
géométrique [40].

La plupart des modèles pour les (∞, 1)-catégories ont été généralisés aux (∞, n)-ca-
tégories : les catégories de Segal ont été généralisées en catégories de Segal supé-
rieures [48, 69], les espaces complets de Segal en ce que nous appellerons des Θn-es-
paces de Rezk [67, 68], les catégories relatives en n-catégories relatives [5].

Dans [A1], nous généralisons les quasi-catégories en n-quasi-catégories et nous
comparons ce modèle à celui des Θn-espaces de Rezk, généralisant ainsi le travail de
Joyal et Tierney [54] pour n > 1. L’objet de la prochaine section est d’expliquer le
contenu mathématique de ce travail.

A.1.2. Les n-quasi-catégories

Nous allons définir les n-quasi-catégories comme les objets fibrants d’une struc-
ture de catégorie de modèles sur les préfaisceaux sur la catégorie Θn (voir le para-
graphe 2.3.7). Commençons par introduire quelques éléments de la théorie des loca-
lisateurs de Cisinski dont l’objet est la construction de structures de catégories de
modèles sur les catégories de préfaisceaux [26, section 1.4].

A.1.2.1. — Soit A une petite catégorie. On appelle A-localisateur une classe W de
flèches de Â satisfaisant aux propriétés suivantes :

(a) W vérifie la propriété du deux sur trois ;
(b) toute fibration triviale de Â, c’est-à-dire toute flèche de Â ayant la propriété de

relèvement à droite par rapport aux monomorphismes, est dans W ;
(c) la classe des monomorphismes de Â appartenant à W est stable par image directe

et composition transfinie.
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On dit qu’un A-localisateur W est accessible s’il est engendré par un ensemble, c’est-
à-dire s’il existe un ensemble tel que W soit le plus petit A-localisateur contenant ledit
ensemble.

Théorème A.1.2.2 (Cisinski). — Soit A une petite catégorie et soit W une classe
de flèches de Â. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) W est un A-localisateur accessible ;
(b) il existe une structure de catégorie de modèles sur Â à engendrement cofibrant

dont les équivalences faibles sont les éléments de W et dont les cofibrations sont
les monomorphismes.

Démonstration. — C’est [26, théorème 1.4.3].

A.1.2.3. — Soit toujours A une petite catégorie. On notera

A
p←− A×∆ q−→∆

les deux foncteurs de projection. Le foncteur image inverse p∗ : Â→ Â×∆ est pleine-
ment fidèle et correspond à l’inclusion des préfaisceaux discrets dans les préfaisceaux
simpliciaux.

On dira qu’un morphisme f : X → Y de Â×∆ est une équivalence verticale si,
pour tout objet a de A, le morphisme simplicial fa,• : Xa,• → Ya,• est une équivalence
d’homotopie faible. On notera Wvert la classe des équivalences verticales.

De même, si on a fixé W un A-localisateur, on appellera équivalence horizontale
un morphisme f : X → Y de Â×∆ tel que, pour tout n ⩾ 0, le morphisme
f•,n : X•,n → Y•,n de Â est dans W. On notera Whor la classe des équivalences
horizontales.

A.1.2.4. — Soit A une petite catégorie et soit W un A-localisateur. La complétion
simpliciale de W est le (A×∆)-localisateur W∆ engendré par

Whor ∪ {X × q∗(∆1)→ X | X ∈ Ob(Â×∆)} .

Cisinski a démontré que si W est un A-localisateur accessible, alors il en est même
de sa complétion simplicial W∆ (voir [26, proposition 2.3.24]). Ainsi, en vertu du
théorème A.1.2.2, si on dispose d’une structure de catégorie de modèles à engendre-
ment cofibrant sur la catégorie des préfaisceaux sur une petite catégorie A dont les
cofibrations sont les monomorphismes, alors on peut canoniquement lui associer une
structure de catégorie de modèles sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux sur A.
Cisinski a démontré que ces deux structures sont équivalentes au sens de Quillen (voir
[A1, proposition 2.20 et 2.23]).

Fixons un entier n ⩾ 1. Nous allons maintenant définir des générateurs pour le
Θn-localisateur des n-quasi-catégories.
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A.1.2.5. — Soit T un objet de Θn. Par définition, on peut exprimer T comme une
somme globulaire

T = Di1 ⨿Dj1
· · · ⨿Djl−1

Dil
,

avec les ik (et donc les jk) inférieurs ou égaux à n, cette limite inductive étant calculée
dans Θn. Notons y : Θn → Θ̂n le foncteur de Yoneda. On dispose d’un morphisme
canonique

y(Di1)⨿y(Dj1 ) · · · ⨿y(Djl−1 ) y(Dil
)→ y(Di1 ⨿Dj1

· · · ⨿Djl−1
Dil

) .

On notera IT la source de ce morphisme. En considérant le plongement de Yoneda
comme une inclusion, on a donc un morphisme

iT : IT → T .

On vérifie facilement que ce morphisme est un monomorphisme.

Remarque A.1.2.6. — Les morphismes iT : IT → T encodent les conditions de
Segal supérieures. Plus précisément, on peut montrer que l’image essentielle du nerf
cellulaire

NΘn
: n-Cat → Θ̂n

est constituée des ensembles n-cellulaires X tels que, pour tout objet

T = Di1 ⨿Dj1
· · · ⨿Djl−1

Dil

de Θn, le morphisme
HomΘ̂n

(T, X)→ HomΘ̂n
(IT , X)

de précomposition par iT , qui s’identifie à un morphisme

XT → XDi1
×XDj1

· · · ×XDjl−1
XDil

,

est une bijection. Pour n = 1, on retrouve les conditions de Segal usuelles.

A.1.2.7. — Pour k tel que 1 ⩽ k ⩽ n, on notera Jk la n-catégorie qui coreprésente
le foncteur n-Cat → Ens envoyant une n-catégorie sur l’ensemble de ses k-cellules
(strictement) inversibles pour la composition ∗k−1. Cette n-catégorie est en fait une
k-catégorie.

Voici des représentations graphiques de J1, J2 et J3 (sans les identités) :

J1 = 0
%%
1ee , J2 = 0

$$

::��

KS
1 et J3 = 0

""

<<����
jt
*4 1 ,

les deux cellules de dimension maximale étant inverse l’une de l’autre.
On dispose d’un n-foncteur canonique

jk : Jk → Dk−1 ,

unique n-foncteur de Jk vers Dk−1 qui est l’identité sur les (k − 2)-tronqués bêtes
(condition vide pour k = 1). Ce n-foncteur envoie les deux (k−1)-cellules non triviales
de Jk sur la cellule principale de Dk−1 et les deux k-cellules non triviales sur l’identité
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de cette dernière. Par ailleurs, le n-foncteur jk coreprésente la transformation naturelle
associant à toute (k − 1)-cellule d’une n-catégorie C son identité vue comme une
k-cellule inversible de C.

A.1.2.8. — Le localisateur des n-quasi-catégories est le Θn-localisateur engendré
par l’ensemble

{iT : IT → T | T ∈ Ob(Θn)} ∪ {NΘn
(jk) : NΘn

(Jk)→ Dk−1 | 1 ⩽ k ⩽ n} .

La structure de catégorie de modèles des n-quasi-catégories sur Θ̂n est la struc-
ture associée au localisateur des n-quasi-catégories par le théorème de Cisinski (théo-
rème A.1.2.2). Une n-quasi-catégorie est un objet fibrant pour cette structure.

Théorème A.1.2.9 (Joyal). — La catégorie de modèles des 1-quasi-catégories coïn-
cide avec la catégorie de modèles des quasi-catégories.

Démonstration. — C’est une conséquence directe de divers résultats de Joyal [53, 54].
Voir [A1, théorème 5.20] pour plus de détails.

Remarque A.1.2.10. — Par définition, les n-quasi-catégories sont des ensembles
n-cellulaires vérifiant certaines conditions de relèvement. L’ensemble des flèches don-
nant ces conditions de relèvement est défini par des générateurs et des propriétés
de stabilité, ce qui le rend peu explicite. La recherche de conditions de relèvement
agréables définissant les n-quasi-catégories, analogue à celles pour les quasi-catégories,
est un problème important mais difficile.

Mon principal résultat sur les n-quasi-catégories est la comparaison avec les Θn-es-
paces de Rezk que nous allons maintenant définir.

A.1.2.11. — Le localisateur des Θn-espaces de Rezk est le (Θn ×∆)-localisateur
engendrée par

Wvert ∪ p∗(G)
(voir le paragraphe A.1.2.3), où

G = {iT : IT → T | T ∈ Ob(Θn)} ∪ {NΘn(jk) : NΘn(Jk)→ Dk−1 | 1 ⩽ k ⩽ n}

est l’ensemble générateur du localisateur des n-quasi-catégories du paragraphe A.1.2.8.
La structure de catégorie de modèles des Θn-espaces de Rezk est la structure de

catégorie de modèles associée à ce localisateur. Les objets fibrants pour cette structure
sont les Θn-espaces de Rezk.

Remarque A.1.2.12. — La structure de catégorie de modèles définie dans le para-
graphe précédent coïncide avec celle définie par Rezk dans [67], même si la définition
donnée ici est différente.

Théorème A.1.2.13 (Rezk). — La catégorie de modèles des Θn-espaces de Rezk
est cartésienne.
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Démonstration. — C’est le résultat principal de [67] (voir proposition 11.5).

Le résultat central de [A1], établissant le lien entre n-quasi-catégories et Θn-espaces
de Rezk, est le suivant :

Théorème A.1.2.14. — Le localisateur des Θn-espaces de Rezk est la complétion
simplicial du localisateur des n-quasi-catégories.

Démonstration. — C’est [A1, théorème 8.3].

Corollaire A.1.2.15. — La catégorie de modèles des n-quasi-catégories est carté-
sienne.

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate des deux théorèmes précédents
(voir [A1, corollaire 8.5]).

Théorème A.1.2.16. — Munissons Θ̂n (resp. Θ̂n ×∆) de la structure de catégorie
de modèles des quasi-n-catégories (resp. des Θn-espaces de Rezk).

(a) Alors l’adjonction

p∗ : Θ̂n ⇆ Θ̂n ×∆ : i∗
0 ,

où i∗
0 est le foncteur X 7→ X•,0, est une équivalence de Quillen.

(b) Considérons le foncteur

R : Θn ×∆→ Θ̂n

(T, ∆n) 7→ T ×NΘn
∆̃n ,

où ∆̃n désigne le groupoïde simplement connexe d’ensemble d’objets {0, . . . , n}.
Alors l’adjonction

R! : Θ̂n ×∆ ⇆ Θ̂n : NR ,

associée à R par le procédé de Kan, est une équivalence de Quillen.

Démonstration. — Cela résulte du fait que le localisateur des Θn-espaces de Rezk
est la complétion simpliciale de celui des n-quasi-catégories (théorème A.1.2.14), ainsi
que de résultats généraux sur la complétion simpliciale dus à Cisinski (voir [A1,
théorème 8.4 et corollaire 8.8]).

Remarque A.1.2.17. — Pour n = 1, on retrouve les deux équivalences de Quillen
de Joyal et Tierney entre les quasi-catégories et les espaces complets de Segal [54].
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A.2. Autour des ∞-opérades

De la même manière que les (∞, 1)-catégories sont une version homotopique des
catégories, les ∞-opérades sont une version homotopique des opérades et jouent un
rôle prépondérant en algèbre homotopique, notamment sous l’impulsion de Lurie [58].
Les principaux modèles de∞-opérades sont les∞-opérades de Lurie [58, chapitre 13],
les ∞-opérades de Moerdijk et Weiss [63, 28], préfaisceaux sur la catégorie « den-
droïdale » Ω, les espaces de Segal dendroïdaux complets [29] et les opérades simpli-
ciales [30]. Ces modèles sont reliés entre eux par des zigzags d’équivalences de Quillen
grâce aux travaux de nombreux auteurs [29, 30, 46, 2, 24].

Dans [A2], avec Denis-Charles Cisinski et Ieke Moerdijk, nous démontrons que la
catégorie dendroïdale Ω, analogue opéradique de la catégorie simpliciale ∆ qui in-
tervient dans la définition des ∞-opérades de Moerdijk et Weiss, est une catégorie
test au sens de Grothendieck. Cela signifie en particulier qu’il existe une structure
de catégorie de modèles sur Ω̂ dont les équivalences faibles sont les morphismes qui
sont envoyés par le foncteur catégorie des éléments sur une équivalence de Thomason
et dont les cofibrations sont les monomorphismes, et que cette catégorie de modèles
modélise canoniquement les types d’homotopie. Nous montrons de plus, qu’à un chan-
gement de cofibrations près, cette structure peut être obtenue comme une localisation
de Bousfield à gauche de la structure de catégorie de modèles de Cisinski et Moerdijk
des ∞-opérades [28].

Dans [A3], avec Javier Gutiérrez et Moritz Groth, nous étudions l’espace de mo-
dules des modèles des∞-opérades. L’idée provient d’un travail de Toën qui a résolu le
problème analogue pour les (∞, 1)-catégories [76], travail ensuite généralisé par Bar-
wick et Schommer-Pries aux (∞, n)-catégories [6]. Nous démontrons ainsi que l’espace
de modules des modèles des ∞-opérades est faiblement contractile, et que celui des
∞-opérades non symétriques a le type d’homotopie de l’espace classifiant de Z/2Z,
l’élément non trivial de Z/2Z correspondant à une opération « miroir » sur les arbres.
Cela entraîne en particulier que deux modèles des∞-opérades sont comparables entre
eux d’une unique manière. Nous redémontrons également le résultat de Barwick et
Schommer-Pries, à savoir que l’espace de modules des modèles des (∞, n)-catégories
est l’espace classifiant de (Z/2Z)n, par une méthode légèrement différente de la leur.

A.3. Le point de vue folk sur les ∞-catégories

Le point de vue adopté dans ce mémoire sur les ∞-catégories (dans cette sec-
tion, nous revenons au monde strict et « ∞-catégorie » devra être compris comme
« ∞-catégorie stricte ») est homotopique : les ∞-catégories sont vues comme des
modèles pour les types d’homotopie et sont donc en un certain sens considérées à
équivalences de Thomason près. Néanmoins, il est également intéressant de les consi-
dérer seulement à équivalences de ∞-catégories près (généralisation naturelle mais
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non triviale des équivalences de catégories). Ce point de vue conduit à la structure
de catégorie de modèles dite folk sur ∞-Cat [55] dont les équivalences faibles sont les
équivalences de ∞-catégories et dont les objets cofibrants sont les ∞-catégories libres
au sens des polygraphes.

Dans [A5], avec François Métayer, nous montrons que la structure folk peut se
transférer, via le lemme de transfert (lemme 1.3.2), à la catégorie des ∞-groupoïdes
(stricts), ou plus généralement des (∞, n)-catégories (strictes). Nous montrons par
ailleurs que dans l’équivalence entre les ∞-groupoïdes et les complexes croisés de
Brown et Higgins [13], cette structure de catégorie de modèles correspond à la struc-
ture de catégorie de modèles de Brown et Golasiński sur les complexes croisés [12].

Dans [A4], avec Maxime Lucas, nous montrons que le produit de Gray et le joint
∞-catégoriques sont compatibles à la structure de catégorie de modèles folk. Plus
précisément, la catégorie ∞-Cat munie de cette structure et du produit de Gray
forme une catégorie de modèles monoïdale fermée et, en particulier, on peut dériver
le produit de Gray et les Hom internes associés Homoplax et Homlax. Nous montrons
également un résultat similaire pour les (∞, n)-catégories (strictes), établissant en
particulier que le produit de Gray de deux ∞-groupoïdes est un ∞-groupoïde. Pour
le joint, la situation est plus complexe car la structure résultante n’est pas fermée
mais seulement localement fermée. Nous montrons néanmoins que l’on peut dériver le
joint et ses Hom internes locaux, les tranches, au prix d’un travail non trivial d’algèbre
homotopique.
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